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Âñòðå÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåíñòâà, â êîòîðûõ «ïðîãëÿ-
äûâàåòñÿ» íåêîòîðàÿ «ñèììåòðèÿ». Â ýòîì ñëó÷àå èíîãäà óäîáíåå 
ñíà÷àëà ïðîñìîòðåòü ðàâíîñèëüíûå ïåðåõîäû â îáùåì âèäå. Âñå 
ðàññìîòðåííûå â ñòàòüå ïðèìåðû, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü ðåøå-
íû ñòàíäàðòíûìè øêîëüíûìè ìåòîäàìè. Âû ìîæåòå ðåøèòü èõ òà-
êèì ñïîñîáîì, à çàòåì ñðàâíèòü îáú¸ì âûêëàäîê.  

Íî ìû ðàññìîòðèì íåñòàíäàðòíûå ðàâíîñèëüíûå ïåðåõîäû. Íå-
êîòîðûå èç íèõ îêàæóòñÿ ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíûìè, äðóãèå – íå 

î÷åíü. Âåäü áûâàåò, ÷òî îäíî èç ðåøåíèé íàõîäèòñÿ äîâîëüíî ïðî-
ñòî, íî äîêàçàòü, ÷òî ýòî âñå ðåøåíèÿ (à íåêîòîðûå îá ýòîì è âîâñå 
çàáûâàþò), íå âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü 
ðàâíîñèëüíûå ïåðåõîäû â îáùåì âèäå è óâèäåòü, ÷òî, äåéñòâèòåëü-
íî, äðóãèõ ðåøåíèé íåò.  

Â ñòàòüå ìû êàê áû «ïîèãðàåì» â ïîñòðîåíèå íåêîòîðûõ ðàâíî-
ñèëüíûõ ñîîòíîøåíèé è ïîñìîòðèì, ñäåëàþò ëè îíè ðåøåíèÿ áîëåå 
êîðîòêèìè è «êðàñèâûìè».  

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ âñåì õîðîøî èçâåñòíûìè ðàâíî-
ñèëüíûìè ïåðåõîäàìè 
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1. Íåñòàíäàðòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé

Óðàâíåíèÿ âèäà ( ) ( ) ( ) ( )− = −f x g x g x f x

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óðàâíåíèå  

( ) ( ) ( ) ( ) .f x g x f x g x− = −  

Îíî ñîäåðæèò äâà ìîäóëÿ. Â îá-
ùåì ñëó÷àå ðàñêðûâàòü èõ íå î÷åíü 
ïðèÿòíî.  
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî äîãàäàòü-

ñÿ, ÷òî åñëè ( ) ( )f x g x=  èëè 

( ) 0f x ≥  è ( ) 0,g x ≥  òî óðàâíåíèå 

ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. Íî 
ñïðàøèâàåòñÿ, íåò ëè ïðè ýòîì 
åù¸ è äðóãèõ ðåøåíèé? Îêàçûâà-
åòñÿ, íåò.  

Âñòðå÷àþòñÿ åù¸ è óðàâíåíèÿ 

âèäà ( ) ( ) ( ) ( ) .f x g x g x f x− = −  È 

çäåñü ïðîãëÿäûâàþòñÿ «î÷åâèäíûå» 
ðåøåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî êðîìå íèõ, 
äðóãèõ è íåò, ò. å.  

( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x− = − ⇔
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 (ÓÐ Ì3) 

Ïðåæäå âñåãî çàìå÷àåì, ÷òî 
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ò. å. ëèáî îäíà èç ôóíêöèé ðàâíà 0, 

ëèáî ( )f x  è ( )g x  èìåþò îäèíàêî-

âûå çíàêè. Âûÿñíèì, ÷òî èç ýòîãî 
ñëåäóåò: 
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Ñëåäñòâèå. Òàê êàê ( )f x− =

( )f x= , ( ) ( )g x g x= − , òî âîçüì¸ì 

( )( )f x−  â ðîëè ( )f x , ( )( )g x−  â êà-

÷åñòâå ( )g x . Òîãäà 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x− = − ⇔
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 (ÓÐ Ì4) 

Òåïåðü âèäíî, ÷òî äåéñòâèòåëü-

íî, êðîìå «î÷åâèäíûõ» ðåøåíèé, 
äðóãèõ íåò. À ïîýòîìó ýòî íåòðóäíî 
è çàïîìíèòü. 

Ïðèìå÷àíèå. Âàæíî ïîíÿòü è 
äëÿ ó÷èòåëÿ, è äëÿ ó÷àùåãîñÿ, ÷òî 
òàêèå íåðàâåíñòâà íàâåðíÿêà ðå-
øàòñÿ, åñëè «ðåøàáåëüíû» íåðàâåí-

ñòâà äëÿ ( )f x  è ( )g x  è óðàâíåíèå 

( ) ( ) .f x g x=

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

5 3x − − 7 4 2 1.x x− = −  

Êîíå÷íî, óðàâíåíèå ìîæíî ðå-
øèòü, ðàñêðûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî 
äâà ìîäóëÿ. Ïîïðîáóéòå ñäåëàòü ýòî 
ñàìîñòîÿòåëüíî, à çàòåì ñðàâíèòå ñ 
ïðèâåä¸ííûì íèæå ðåøåíèåì.  

Математика



Íàøå óðàâíåíèå èìååò âèä: 

( ) ( ) ( ) ( ) .f x g x g x f x− = −   

Âîñïîëüçóåìñÿ (ÓÐ Ì3):  

5 3 7 4 2 1x x x− − − = − ⇔
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2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
2 63x x− − −

2
13 12 15 75.x x x+ + = +

Åñëè  ïðåäûäóùåå  óðàâíåíèå  

ìíîãèå íàâåðíÿêà ïîïûòàþòñÿ ðå-
øèòü òðàäèöèîííûì ìåòîäîì ðàñ-
êðûòèÿ ìîäóëÿ, òî ýòî óðàâíåíèå ó 
íèõ ïîóáàâèò ýíòóçèàçì – ïðîìå-

æóòêîâ çäåñü áóäåò óæå 5. Ìû òî-
æå íå áóäåì «èñêóøàòü ñóäüáó» è 
ñðàçó âîñïîëüçóåìñÿ (ÓÐ Ì3): 

2 2
2 63 13 12 15 75x x x x x− − − + + = + ⇔
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3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

5 2x − = 7 3 2 1.x x− − +

Ïðèâåä¸ì óðàâíåíèå ê âèäó 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x− = −  è âîñ-

ïîëüçóåìñÿ (ÓÐ Ì4): 

( ) ( )

7 3 5 2 2 1

7 3 5 2 7 3 5 2

x x x

x x x x
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⇔ − − − = − − − ⇔

1
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.

5 2 0, 7
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Óðàâíåíèÿ âèäà ( ) ( ) ( ) ( )+ = +f x g x f x g x

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà 

( ) ( ) ( ) ( ) .f x g x f x g x+ = +  

È çäåñü ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî 

åñëè ( ) 0f x ≥  è ( ) 0,g x ≥  òî óðàâíå-

íèå  ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. Íî 
ñïðàøèâàåòñÿ, íåò ëè ïðè ýòîì åù¸ 
è äðóãèõ ðåøåíèé? Îêàçûâàåòñÿ, 
íåò. Ïîêàæåì, ÷òî  

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x+ = + ⇔

( )

( )

0,

0.
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  (ÓÐ Ì5) 

Äåéñòâèòåëüíî,  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) .

f x g x f x g x

f x f x g x g x

+ = + ⇔

⇔ − = − −

Íî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ( ) ≥f x

( ),≥ f x  à ó íàñ ñïðàâà ñòîèò 

( ) ( )( ) 0.− + ≤g x g x  Ïîýòîìó ðàâåíñòâî

âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà  

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

0, 0,

0.0

f x f x f x

g xg x g x

⎧ − = ≥⎧⎪ ⎪
⇔⎨ ⎨

≥− = ⎪⎪ ⎩⎩
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Ñëåäñòâèå. Âñòðå÷àþòñÿ è 
óðàâíåíèÿ âèäà  

( ) ( )f x g x+ = ( ) ( )− −f x g x .  

Ò.ê. ( ) ( ) ,f x f x= − ( ) ( )g x g x= − ⇒

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x+ = − − ⇔  
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0,

0.
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 (ÓÐ Ì6) 

Ïðèìå÷àíèå. Âàæíî ðàçãëÿ-

äåòü â çàäàííîì óðàâíåíèè åãî 
«òèï».

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )

( )

2

2

1 cos 15 44

15 cos 45.

x x x

x x x

π

π

+ + − + =

= − − −

Ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ÷òî-òî 
î÷åíü ìíîãî îáùåãî ñ ëåâîé. 
Óðàâíåíèå íà ñàìîì äåëå èìååò 
âèä 
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2
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2
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2

2
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Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ (ÓÐ Ì6): 
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2
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x
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x

⎧
= + =⎪
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Îòâåò. { }9 .  

Примечание. Уравнение «сносB
но» решается и с помощью раскрыB
тия модулей. 

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 2
64 8 33x x x− + + − =

3 2
8 97.x x x= + + −

Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä 

( ) ( ) ( ) ( ) .f x g x f x g x+ = +  Ïîýòîìó 

âîñïîëüçóåìñÿ (ÓÐ Ì5): 

− + + − =

= + + − ⇔

⎧ − ≥⎪
⇔ ⎨

+ − ≥⎪⎩
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3 2

3
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64 0,

8 33 0.
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x

x x

Îòâåò. [ ); .4 +∞

2. Íåñòàíäàðòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íåðàâåíñòâ

Íåðàâåíñòâà âèäà ( ) ( ) ( )+ ≤f x g x h x

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî âèäà 

( ) ( ) ( ) .f x g x h x+ ≤  Ïîêàæåì, ÷òî 
( ) ( ) ( )f x g x h x+ ≤ ⇔

Математика



( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )
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( ) 0.
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(ÓÐ Ì7) 

Äåéñòâèòåëüíî, 

( ) ( ) ( )f x g x h x+ ≤ ⇔

2 2 2
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x g x f x g x h x⇔ + + ≤ ⇔

2 2 2
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x h x⇔ ≤ − − + ⇔

2 2 2

2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
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⇔ ⇔⎨
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⇔ ⇔⎨
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⇔⎨

− + − − ≤⎪⎩

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

3 2 5 4 10.x x− + − ≤

Êîíå÷íî, çäåñü ìîæíî ïðîñòî ðàñ-
êðûòü ìîäóëè, íî òàê âû ñäåëàåòå è 
ñàìè. Ìû æå âîñïîëüçóåìñÿ (ÓÐ Ì7):  

3 2 5 4 10x x− + − ≤ ⇔

( )
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⇔ ⇔⎨
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Åñëè, êàê èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ, 

( ) ( ) ( )
2

2 ,h x f x g x a= + +  òî íåðàâåí-

ñòâà óïðîùàþòñÿ è 

( ) ( )
2( ) ( ) 2f x g x f x g x a+ ≤ + + ⇔

( ) ( )

2

2 2

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0.

f x g x a

f x a g x a

⎧ + + ≥
⎪

⇔ ⎨

+ + ≥⎪
⎩

(ÓÐ Ì8) 

Êîíå÷íî, ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî-
ñòè, íàâåðíîå, íå ñòîèò çàïîìèíàòü, 
ò. ê. îíî ãîäèòñÿ äëÿ óçêîãî êëàññà 
çàäà÷. Îäíàêî âñ¸-òàêè èíòåðåñíî 
ïîñìîòðåòü, êàê îíî ðàáîòàåò – íà-

ìíîãî ëè óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ.  
Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñïîñîáà ðå-

øåíèÿ îäíîãî íåðàâåíñòâà. 

7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 2
2 4 2 6.x x x x x+ − + + ≤ + +

Ïåðâûé ñïîñîá (èñïîëüçîâàíèå 
(ÓÐ Ì8)). 

Íåðàâåíñòâî èìååò âèä   

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 ,f x g x f x g x a+ ≤ + +  

ãäå 2
2 4,a =  ò. ê. 2

2 6 0x x+ + >  è 

( ) ( )
2 2

2 6 2 4 4.x x x x x+ + = + − + + +

Ïîýòîìó âîò ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè 
âîñïîëüçîâàòüñÿ íîâûì óñëîâèåì 
ðàâíîñèëüíîñòè (ÓÐ Ì8): 

2 2
2 4 2 6x x x x x+ − + + ≤ + + ⇔
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( ) ( )
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2 4

2 4 4

x x x

x x x
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≤ + − + + + ⇔

( ) ( )

2

2

2 4 0,

2 2 4 2 0

x x

x x x

⎧ + + ≥
⎪

⇔ ⇔⎨

+ − + + + ≥⎪
⎩

[ ] [ )6; 1 0; .x⇔ ∈ − − ∪ +∞  

Îòâåò. [ ] [ )6; 1 0; .− − ∪ +∞

Âòîðîé ñïîñîá (èñïîëüçîâàíèå 

(ÓÐ Ì7)). Òåïåðü ðåøèì òî æå íåðà-
âåíñòâî ñ ïîìîùüþ  (ÓÐ Ì7): 

2 2
2 4 2 6x x x x x+ − + + ≤ + + ⇔

( )

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 6

2 2 2 6 0,

6 2 6

6 2 6 0

x x x x

x x x x

x x x

x x x

⎧
+ + + + + ×

⎪

⎪
× + + − − − ≤
⎪

⇔ ⇔⎨

− + + + ×⎪

⎪

⎪
× − − − − ≤
⎩

[ ] [ )6; 1 0; .x⇔ ∈ − − ∪ +∞

Òðåòèé ñïîñîá (ïîñëåäîâàòåëü-

íîå èñïîëüçîâàíèå (ÓÐ Ì1). Ïîïðî-
áóåì ïî-ïðåæíåìó îáîéòèñü áåç 
ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé, èñïîëüçóÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî äâà ðàçà (ÓÐ Ì1):   

2 2
2 4 2 6x x x x x+ − + + ≤ + + ⇔

2 2

2 2

2 2 6 4 ,

2 2 6 4

x x x x x

x x x x x

⎧ + − ≤ + + − +⎪
⇔ ⇔⎨

+ − ≥ − − − + +⎪⎩

2

4 8,

4 2 3 4

x x

x x x

+ ≤ +⎧
⎪

⇔ ⇔⎨

+ ≤ + +⎪⎩

2

2

4 8,

4 8,

4 2 3 4,

4 2 3 4

x x

x x

x x x

x x x

+ ≤ +⎧

⎪
+ ≥ − −

⎪
⇔ ⇔⎨

+ ≤ + +
⎪

⎪
+ ≥ − − −

⎩

[ ] [ )6; 1 0; .x⇔ ∈ − − ∪ + ∞

Îòâåò. [ ] [ )6; 1 0; .− − ∪ + ∞

×åòâ¸ðòûé ñïîñîá (ñòàíäàðò-

íûé – íàêîíåö ðàñêðûâàåì ìîäóëü). 

Íàáåð¸ìñÿ òåðïåíèÿ  è ðàñêðîåì âñå 
ìîäóëè, êàê ó÷àò â øêîëå: 

2 2
2 4 2 6x x x x x+ − + + ≤ + + ⇔    

( ) ( )
2

2 1 4 2 6x x x x x⇔ + − + + ≤ + + ⇔

2

4 0,

6;

4 2,

;

2 1,

0 2 2 ;

1,

x

x

x

x R

x

x x

x

x R

+ <⎡⎧

⎨⎢
≥ −

⎩⎢

⎢
− ≤ ≤ −⎧

⎢⎨
∈⎢⎩

⇔ ⇔⎢
− < <⎧⎪⎢

⎨⎢
≤ +⎪⎩⎢

⎢ ≥⎧
⎢⎨

∈⎢⎩⎣

[ ] [ )6; 1 0;x⇔ ∈ − − ∪ + ∞   

Îòâåò. [ ] [ )6; 1 0; .− − ∪ + ∞

Òåïåðü ÷èòàòåëÿì ðåøàòü – 

ïðèìåíÿòü èëè íå ïðèìåíÿòü (ÓÐ Ì8). 

Íåðàâåíñòâà âèäà ( ) ( ) ( ) ( )− ≥ −f x g x g x f x

Ñåé÷àñ ïîïðîáóåì ñôîðìóëèðîâàòü 
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíîñòè ñïåöèàëüíî äëÿ 
íåðàâåíñòâ òàêîãî òèïà. Ïîêàæåì, ÷òî 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x− ≥ − ⇔

( ) ( )

( )

,

0.

f x g x

g x

≥⎡

⇔ ⎢

≤⎢⎣

  (ÓÐ Ì9) 

Äåéñòâèòåëüíî,  

( ) ( ) ( ) ( )− ≥ − ⇔f x g x g x f x  

( ) ( ) ( ) ( )⇔ ≤ + − ⇔g x f x f x g x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,g x f x f x g x

g x f x f x g x

⎧ ≤ + −
⎪

⇔ ⇔⎨

≥ − − +⎪⎩

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 ,

0

2 ,

2

f x g x f x

f x f x x R

f x g x f x

f x g x f x

⎧ ≥ −
⎪

⇔ ⇔⎨

+ ≥ ⇔ ∈⎪⎩

≥ −⎡

⇔ ⇔⎢

≤ − +⎢⎣
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( ) ( )

( )

,

0.

f x g x

g x

≥⎡

⇔ ⎢

≤⎢⎣

Ñëåäñòâèå. Îòñþäà, â ÷àñòíî-
ñòè, ìãíîâåííî ïîëó÷àåòñÿ è äðóãîå 
óñëîâèå ðàâíîñèëüíîñòè: 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x− ≥ − ⇔  

   
( ) ( )

( )

,

0.

f x g x

g x

≤⎡

⇔ ⎢

≥⎢⎣

(ÓÐ Ì10)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ( )( )f x−

â êà÷åñòâå ( )f x  è ( )( )g x−  â êà÷åñòâå 

( ) .g x  À ìîæíî â êà÷åñòâå óï-

ðàæíåíèÿ äîêàçàòü òàê æå, êàê è 
(ÓÐ Ì8). 

8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

5 3 7 4 2 1.x x x− − − ≥ −  

Ïåðâûé ñïîñîá (íåñòàíäàðòíûé).  

Âîñïîëüçóåìñÿ òîëüêî ÷òî ïîëó-
÷åííûì óñëîâèåì ðàâíîñèëüíîñòè 
(ÓÐ Ì10):  

5 3 7 4 2 1x x x− − − ≥ − ⇔

5 3 7 4; 4
; .

7 4 0 7

x x

x

x

− ≥ −⎡ ⎛ ⎤
⇔ ⇔ ∈ −∞⎜⎢ ⎥

− ≤ ⎝ ⎦⎣

 

Îòâåò. 
4

; .
7

⎛ ⎤
−∞⎜ ⎥

⎝ ⎦

 

Âòîðîé ñïîñîá.  
Òåïåðü ðåøèì íåðàâåíñòâî, 

âîñïîëüçîâàâøèñü ïîñëåäîâàòåëüíî 
áîëåå ïðèâû÷íûìè óñëîâèÿìè ðàâ-
íîñèëüíîñòè – ñíà÷àëà (ÓÐ Ì1), à 

çàòåì (ÓÐ Ì1) è (ÓÐ Ì2):  

5 3 7 4 2 1x x x− − − ≥ − ⇔

5 3 2 1 7 4 ,

5 3 2 1 7 4

x x x

x x x

− ≥ − + −⎡

⇔ ⇔⎢

− ≤ − + − −⎢⎣

3 2 7 4 ,

7 4 4 7

x x

x x

− ≥ −⎡

⇔ ⇔⎢

− ≤ −⎢⎣

7 4 3 2,

7 4 3 2;

7 4 4 7 ,

7 4 4 7

x x

x x

x x

x x

− ≤ −⎡⎧

⎨⎢
− ≥ − +

⎩⎢
⇔ ⇔

⎢
− ≤ −⎧

⎢
⎨

− ≥ − +⎢⎩⎣

4 2,

10 6;

7 4,

x

x

x

x R

≤⎡⎧

⎨⎢
≥

⎩⎢
⇔ ⇔

⎢
≤⎧

⎢
⎨

∈⎢⎩⎣

4
; .
7

x
⎛ ⎤

∈ −∞⎜ ⎥
⎝ ⎦

Îòâåò. 
4

; .
7

⎛ ⎤
−∞⎜ ⎥

⎝ ⎦

 

9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 2

2

4 5 2 8 42

4 37.

x x x x

x x

− − − − − ≥

≥ − −

Ïåðâûé ñïîñîá.  
Âîñïîëüçóåìñÿ ñíà÷àëà ïîñëåäî-

âàòåëüíî äâà ðàçà ïðèâû÷íûìè óñ-
ëîâèÿìè ðàâíîñèëüíîñòè (ÓÐ Ì1), à 

çàòåì (ÓÐ Ì2): 2
2 8 42x x− − ≤

2 2
4 5 4 37x x x x≤ − − − + + ⇔

2

2 2

2

2 2

2 8 42

4 5 4 37,

2 8 42

4 5 4 37

x x

x x x x

x x

x x x x

⎧ − − ≤

⎪

⎪≤ − − − + +
⎪

⇔ ⇔⎨

− − ≥⎪

⎪

≥ − − − + − −⎪
⎩

2 2

2 2

4 5 3 12 79,

4 5 4 5

x x x x

x x x x

⎧
− − ≥ − −

⎪
⇔ ⇔⎨

− − ≥ − + +⎪

⎩

2

2

2

4 37 0,

4 21 0;

2 8 10 0,

x x

x x

x x

x R

⎧⎡ − − ≤

⎪⎢

⎪⎢ − − ≤⎪⎣
⇔ ⇔⎨

⎡⎪ − − ≥

⎢⎪

∈⎢⎪⎣⎩

2 41; 2 41 .x ⎡ ⎤∈ − +
⎣ ⎦

Îòâåò. 2 41; 2 41 .⎡ ⎤− +
⎣ ⎦

 

Âòîðîé ñïîñîá. 

Íåðàâåíñòâî èìååò âèä ( )f x −

( ) ( ) ( ) ,g x g x f x− ≥ −  ïîýòîìó âîñ-

ïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ðàâíîñèëüíî-
ñòè (ÓÐ Ì9): 
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2 2

2

4 5 2 8 42

4 37

x x x x

x x

− − − − − ≥

≥ − − ⇔

( )
2 2

2

4 5 2 8 42 0

2 8 42 0;

2 41; 2 41 .

x x x x

x x

x

⎡
− − − − − ≥

⎢⇔ ⇔

⎢
− − ≤

⎣

⎡ ⎤⇔ ∈ − +
⎣ ⎦

Îòâåò. 2 41; 2 41 .⎡ ⎤− +
⎣ ⎦

 

10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ,x  ïðè 

êîòîðûõ îäíî èç äâóõ âûðàæåíèé  

( )4 5 4 8x x x x− − − − −    è 

( )9 36x x x− − +

íå ïîëîæèòåëüíî, è ïðè ýòîì åãî 
ìîäóëü íå ìåíüøå ìîäóëÿ äðóãîãî. 

Óñëîâèå ýòîé çàäà÷è ìíîãèõ 
ó÷àùèõñÿ ïîñòàâèëî â òóïèê – îíè 

èñïóãàëèñü òîãî, ÷òî ïðèä¸òñÿ ðå-
øàòü ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì ñ 
òàêèì áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìîäó-
ëåé. Ìû ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó. Îáî-
çíà÷èì ïåðâîå âûðàæåíèå áóêâîé À, 
à âòîðîå – áóêâîé Â. Òåïåðü ôîðìà-

ëèçóåì çàäàííûå óñëîâèÿ â îáùåì 
âèäå. Ðåøèòü çàäà÷ó – ýòî çíà÷èò 

ðåøèòü ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

0,

;

0,

.

A x

A x B x

B x

B x A x

⎡ ≤⎧
⎪
⎢⎨

≥⎢⎪⎩

⎢

≤⎧⎢⎪

⎨⎢
≥⎪⎢⎩⎣

Ñíà÷àëà óïðîñòèì íåðàâåíñòâà, èñ-
ïîëüçóÿ (ÓÐ Ì1) è (ÓÐ Ì2): 

( ) 0,

( ) ( ) ;

( ) 0,

( ) ( )

A x

A x B x

B x

B x A x

≤⎡⎧

⎢⎨
≥

⎩⎢
⇔

⎢
≤⎧

⎢
⎨
⎢ ≥
⎩⎣

( ) ( ) ,

( ) ( )

A x B x

B x A x

− ≥⎡

⇔⎢

− ≥⎢⎣

( ) ( ), ( ) ( ) 0,

( ) ( ); ( ) ( ) 0;

( ) ( ), ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0

B x A x A x B x

B x A x A x B x

A x B x A x B x

A x B x A x B x

≤ − + ≤⎡ ⎡⎧ ⎧

⎨ ⎨⎢ ⎢
≥ − ≤

⎩ ⎩⎢ ⎢
⇔ ⇔ ⇔

⎢ ⎢
≤ − + ≤⎧ ⎧

⎢ ⎢
⎨ ⎨

≥ − ≥⎢ ⎢⎩ ⎩⎣ ⎣

( ) ( ) 0A x B x⇔ + ≤  

(ò. ê. ( ) ( ) 0A x B x+ ≤  è ïðè 

( ) ( ) 0,A x B x− ≤  è ïðè ( ) ( ) 0).A x B x− ≥  

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî 

( ) ( ) 0 :A x B x+ ≤  

( ) ( ) 0A x B x+ ≤ ⇔  

( )

( )

4 5 4

8 9 36 0

x x x

x x x x

⇔ − − − − −

− + − − + ≤ ⇔

2 2

2 2

9 20 8

16 8 9 36 0

x x x x

x x x x

⇔ − + − + −

− − + − − + ≤ ⇔

2 2
9 20 9 20 0.x x x x⇔ − + − − + ≤

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ðå-
øèòü  ðàçíûìè ñïîñîáàìè.  Âîñïîëü-
çóåìñÿ (ÓÐ Ì9) – íå çðÿ æå ìû åãî 

âûâîäèëè: 

[ ]

2 2

2 2

2 2

2

9 20 9 20

9 9 20 20

9 9 20 ,

9 20 0

4; 5 .

x x x x

x x x x

x x x x

x x

x

− + − − ≤ − ⇔

⇔ − − − + ≥ ⇔

⎡ − ≥ − + ⇔ ∅

⎢⇔ ⇔

⎢ − + ≤
⎣

⇔ ∈

Îòâåò. [ ]4; 5 .

Ïðèìå÷àíèå. Â äàííîì ïðèìåðå

( ) 0,B x >  ïîýòîìó íåïîëîæèòåëüíûì 
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ìîæåò áûòü òîëüêî ( ).A x  Òîãäà âìåñòî 

ñîâîêóïíîñòè ïîëó÷èòñÿ îäíà ñèñ-
òåìà:  

( ) 0,
( )

( ) ( )

A x
A x

A x B x

≤⎧

⇔ − ≥⎨
≥

⎩

( )( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0.B x A x A x B x≥ ⇒ ≤ ⇔ + ≤

Íî ìîãëî áûòü è íå òàê. Íî è â 
ýòîì ïðîñòåéøåì âàðèàíòå ðàñ-
ñìîòðåíèå óñëîâèÿ â îáùåì âèäå 
ïîëåçíî. 

Íåðàâåíñòâà âèäà ( ) ( ) ( ) ( )+ > +f x g x f x g x

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî âèäà 

( ) ( ) ( ) ( ) .f x g x f x g x+ > +  Ïîêà-

æåì, ÷òî   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0.

f x g x f x g x

f x g x

+ > + ⇔

⇔ <

 (ÓÐ Ì11) 

Äåéñòâèòåëüíî,  

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x+ > + ⇔

( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2
f x g x f x g x⇔ + > + ⇔

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x> ⇔

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x g x f x g x

f x g x f x g x

> ⇔ ∅⎡

⇔ ⇔⎢

< −⎢⎣

( ) ( ) 0, ÷. ò. ä.f x g x⇔ <

Òîæå äîâîëüíî î÷åâèäíîå óñ-
ëîâèå, íî êàê-òî ñîâñåì íå èñ-
ïîëüçóåìîå ïðè ðåøåíèè íåðà-
âåíñòâ. À ìû ïðîâåðèì, êàê îíî 
ðàáîòàåò.  

11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 2 2
3 4 16 2 3 20x x x x x+ − + − > + −

è íàéäèòå íàèìåíüøóþ äëèíó ïðî-
ìåæóòêà, ñîäåðæàùåãî âñå åãî ðå-
øåíèÿ.

Ïåðâûé ñïîñîá (íåñòàíäàðòíûé). 

Çàìåòèì, ÷òî íàøå íåðàâåíñòâî 

èìååò âèä  ( ) ( ) ( ) ( ) .f x g x f x g x+ > +  

Âîñïîëüçóåìñÿ (ÓÐ Ì11): 

2 2 2
3 4 16 2 3 20x x x x x+ − + − > + − ⇔

( ) ( )
2 2

3 4 16 0x x x⇔ + − − < ⇔

( ) ( ) ( )

( )

2
1 4 4 0

1; 4 3.

x x x

x l

⇔ − + − < ⇔

⇔ ∈ ⇒ =

Îòâåò. ( )1; 4 , 3.  

Âòîðîé ñïîñîá.
Òàê êàê 4x = −  íåðàâåíñòâó íå 

óäîâëåòâîðÿåò, òî, ðàçëîæèâ íà 

ìíîæèòåëè è ñîêðàòèâ íà 4 ,x +  

ïîëó÷èì 1 4 2 5 .x x x− + − > −  Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (ÓÐ Ì1), 
à çàòåì (ÓÐ Ì2):

1 4 2 5

2 5 1 4 ,

2 5 1 4

1 2 5 4 ,

1 2 5 4

1 2 5 4 ,

1 2 5 4 ,

1 2 5 4 ,

1 2 5 4

4 4,

4 3 6,

4 3 6,

4 4

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x

x x

x x

x x

− + − > − ⇔

− < − + −⎧⎪
⇔ ⇔⎨

− > − − − −⎪⎩

− > − − −⎧⎪
⇔ ⇔⎨

− > − + − −⎪⎩

⎧ − > − − −⎡

⎪⎢

− < − + + −⎢⎪⎣
⇔ ⇔⎨

− > − + − −⎡⎪

⎢⎪
− < − + −⎢⎣⎩

⎧ − > −⎡

⎪⎢

− > −⎢⎪⎣
⇔ ⎨

− > − +⎡⎪

⎢⎪
− > − +⎢⎣⎩

⇔

( )

4 0,

4 3 6,

4 3 6
1; 4 3.

4 3 6,

4 3 6

4 0

x

x x

x x
x l

x x

x x

x

⎧ − <⎡

⎪⎢
− > −

⎪⎢

⎪⎢ − < − +
⎪⎣

⇔ ⇔ ∈ ⇒ =⎨

− > − +⎡⎪

⎢⎪
− < −

⎢⎪

⎢ − >⎪⎣⎩

  Îòâåò. ( )1; 4 , 3.
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