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Ïëîùàäü êðóãà è åãî ÷àñòåé 
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå 

ïëîùàäåé ôèãóð, ãðàíèöû êîòîðûõ ñîñòàâëåíû èç îòðåçêîâ ïðÿ-

ìûõ è äóã îêðóæíîñòåé. 

Íàïîìíèì, ÷òî ïëîùàäü êðóãà 
ðàäèóñà R âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

2
,S Rπ=  à ïëîùàäü öåíòðàëüíîãî 

ñåêòîðà êðóãà, ñîäåðæàùåãî óãîë â α 

ðàäèàí, − ïî ôîðìóëå 
21

;
2

S R α=  ðà-

äèàííàÿ ìåðà óãëà α  ñâÿçàíà ñ åãî 

ãðàäóñíîé ìåðîé α

�  ôîðìóëîé 

360 .
2

α

α

π

=

� �  Ïëîùàäü êðóãîâîãî 

ñåãìåíòà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü 
ïëîùàäåé öåíòðàëüíîãî ñåêòîðà è 

ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåóãîëüíèêà ñ 

âåðøèíîé â öåíòðå êðóãà. 

Çàäà÷à 1. Íà ñòîðîíàõ ïðÿìî-

óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïîñòðîåíû 

ñåêòîðû (ðèñ. 1 à), ïîëóêðóãè 

(ðèñ. 1 b), äóãîâûå òðåóãîëüíèêè 

(ðèñ. 1 ñ; òàì æå óêàçàí ñïîñîá èõ 

ïîñòðîåíèÿ), òàê íàçûâàåìûå «ëó-

íî÷êè Ãèïïîêðàòà» (ðèñ. 1 d) è íåêî-

òîðûå èõ êîìáèíàöèè (ðèñ. 1 e, f). 

Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé çà-

øòðèõîâàííûõ ôèãóð ðàâíà ïëîùà-

äè çàêðàøåííîé ôèãóðû. 

  a)   b) 
Ðèñ. 1 

Ìàòåìàòèêà

Êîëîñêîâà Ìàðèÿ Åâãåíüåâíà
Àññèñòåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè øêîëû 
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c)          d) 

e)        f) 

Ðèñ. 1 

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì ,BC a=

AC b= è .AB c=

à) Ïëîùàäè ñåêòîðîâ, ïîñòðîåí-

íûõ íà ñòîðîíàõ AÑ, BC è AB, ðàâ-

íû 
2 2

90 90
,

360 360

b aπ π⋅ ⋅

� �

� �

 è 
2

90

360

cπ ⋅

�

�

 ñî-

îòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóììà ïëîùàäåé 

çàøòðèõîâàííûõ ñåêòîðîâ åñòü  
2 2

2 290 90
( ).

4360 360

b a
b a

π π π⋅ ⋅

+ = +

� �

� �

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ýòà ïëî-

ùàäü ðàâíà 
2
,

4
c

π

 òî åñòü ðàâíà 

ïëîùàäè çàêðàøåííîãî ñåêòîðà. ×òî 

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

b) Ïëîùàäè ïîëóêðóãîâ, ïîñòðî-

åííûõ íà ñòîðîíàõ AÑ, BC è AB 
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, 

ðàâíû 
2

,
8

b
π  

2

8

a

π  è 
2

8

c

π  ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïðèìåíèâ òåîðåìó Ïèôàãî-
ðà, ïîëó÷èì íóæíîå óòâåðæäåíèå. 

ñ) Íàéä¸ì ñíà÷àëà ôîðìóëó äëÿ 

âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè äóãîâîãî òðå-
óãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì äóãîâîé òðå-

óãîëüíèê, ïîñòðîåííûé íà ñòîðîíå 

BC. Ïî ïîñòðîåíèþ CK =   KL =   KB = 

= ,
2 2

BC a
=  òîãäà 

2
.

2

a
BL =  Òàêèì 

îáðàçîì, ïëîùàäü äóãîâîãî òðå-

óãîëüíèêà CLB åñòü ðàçíîñòü ïëî-
ùàäåé ñåêòîðà CLB è ñåãìåíòîâ, 

îãðàíè÷åííûõ õîðäàìè CL è BL. 
Èìååì: 

2 2

ñåêò

2 90
,

84 360

a a
S

π π⋅ ⋅

= =

⋅

�

�

2 2

ñåãì .
16 8

a a
S

π

= −

Òîãäà èñêîìàÿ ïëîùàäü åñòü 

2 2 2 2 2 2

ñåêò 2 .
8 16 8 8 8 4 4

a a a a a a a
S

π π π π
⎛ ⎞

= − − = − + =⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäè äóãîâûõ 

òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòî-

Ìàòåìàòèêà
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ðîíàõ AC è AB,  ðàâíû 
2

4

b
è 

2

4

c
 ñî-

îòâåòñòâåííî.  Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 
2 2 2

,
4 4 4

a b c
+ =  ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-

çàòü. 

d) Íàéä¸ì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïëîùàäè ëóíî÷êè, ïîñòðîåííîé 

íà ñòîðîíå äàííîãî òðåóãîëüíèêà. 

Ðàññìîòðèì êàòåò BC è ïîñòðîåííóþ 
íà í¸ì ëóíî÷êó. Ïî ïîñòðîåíèþ 

CK = KB = ,
2 2

BC a
=  òîãäà 

2
.

2

a
BL =

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ëóíî÷êè, 

ïîñòðîåííîé íà ñòîðîíå BC, åñòü 

ðàçíîñòü ïëîùàäåé ïîëóêðóãà, ïî-

ñòðîåííîãî íà ñòîðîíå BC êàê íà 

äèàìåòðå, è ñåãìåíòà êðóãà ðàäèó-
ñà BL, îãðàíè÷åííîãî õîðäîé BC. 

Èìååì: 

2 2

ïîëóêðóãà

1
.

2 4 8

a a
S

π π

= =

Òîãäà èñêîìàÿ ïëîùàäü åñòü 

2 2 2 2

ëóíî÷êè .
8 8 4 4

a a a a
S

π π
⎛ ⎞

= − − =⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäè ëóíî÷åê, 
ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ AC è BC, 

ðàâíû 
2

4

b
 è 

2

4

c
 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî 

òåîðåìå Ïèôàãîðà 
2 2 2

,
4 4 4

a b c
+ =  ÷òî 

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

Íóæíûå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ôè-

ãóð íà ðèñ. 1 e, f ïðîâåäèòå ñàìîñòî-
ÿòåëüíî. 

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî íà ðè-
ñóíêàõ a) è á) èçîáðàæåíû ïî òðè 

ðàâíîâåëèêèå ôèãóðû. Íàéäèòå èõ 

ïëîùàäè. 

a) 

 á) 

Ðèñ. 2 

Ðåøåíèå. a) Ðàññìîòðèì âòîðóþ 

ôèãóðó. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå â çàäà÷å 1, ëåãêî óâèäåòü 

(ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïðîâåñòè 

íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ñàìîñòîÿ-

òåëüíî), ÷òî ïëîùàäü êàæäîãî ëå-

ïåñòêà, âûðåçàííîãî èç êâàäðàòà, 
ðàâíà ïëîùàäè ñåãìåíòà êðóãà, îïè-

ñàííîãî âîêðóã êâàäðàòà, îãðàíè÷åí-
íîãî ñòîðîíîé êâàäðàòà. Òàêèì îáðà-

Ìàòåìàòèêà
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çîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäü âûðå-
çàííûõ èç êâàäðàòà ÷àñòåé ðàâíà 

ïëîùàäè äîáàâëåííûõ ê êâàäðàòó 
÷àñòåé, òî åñòü âòîðàÿ ôèãóðà ðàâ-

íîâåëèêà êâàäðàòó. ×òîáû äîêàçàòü 

ðàâíîâåëèêîñòü òðåòüåé ôèãóðû 
êâàäðàòó ñî ñòîðîíîé à, ïîêàæåì, 

÷òî ïëîùàäü êàæäîãî èç âûðåçàí-
íûõ ëåïåñòêîâ ðàâíà ñóììå ïëîùà-

äåé ÷åòûð¸õ ñåãìåíòîâ, îòñåêàåìûõ 

ñòîðîíàìè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 
2

a

îò êðóãà, îïèñàííîãî îêîëî ýòîãî 

êâàäðàòà. Âûðåçàííûé ëåïåñòîê ñî-
ñòîèò èç äâóõ ñåãìåíòîâ, ïëîùàäü 

êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà (çàäà÷à 1, 
ðèñ. 1 ñ) 

2 2

.
16 8

a aπ

−

 Òàêèì îáðàçîì, 
2 2

ëåïåñòêà .
8 4

a a
S

π

= −  

À ïëîùàäü ÷åòûð¸õ ñåãìåíòîâ åñòü 
2 2

êðóãà êâàäðàòà ,
8 4

a a
S S S

π

= − = −  òàê 

êàê ðàäèóñ êðóãà, îïèñàííîãî îêîëî 

êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé ,
2

a
 ðàâåí 

2 2
1 2

.
2 4 4 4

a a a

r = + = ×òî è òðåáîâà-

ëîñü äîêàçàòü. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ïëîùàäü êàæäîé èç òð¸õ 

ôèãóð åñòü 
2
.a

á) Ïåðâàÿ ôèãóðà ïîëó÷åíà èç 

êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a ïóò¸ì âûðå-

çàíèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ ñ 

öåíòðàëüíûì óãëîì 90�  êðóãà ðàäè-

óñà 
2

a

 è äîáàâëåíèÿ ÷åòûð¸õ îäèíà-

êîâûõ ñåãìåíòîâ, ñóììàðíàÿ ïëî-

ùàäü êîòîðûõ ðàâíà  
2 2

8 4

a aπ

−  (ñì. 

ïóíêò a)). Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü 

ïåðâîé ôèãóðû  
2 2 2 2

2

1

90 3
2 .

8 4 44 360

a a a a
S a

π π
⎛ ⎞⋅

= − + − =⎜ ⎟
⎜ ⎟

⋅ ⎝ ⎠

�

�

Âòîðàÿ ôèãóðà ïîëó÷åíà èç 
êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a ïóò¸ì âûðå-

çàíèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ êðèâîëèíåé-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ è ÷åòûð¸õ îäè-

íàêîâûõ ñåãìåíòîâ. Ñóììàðíàÿ ïëî-
ùàäü ÷åòûð¸õ ñåãìåíòîâ ðàâíà 

2 2

.
8 4

a aπ

−  Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî 

òðåóãîëüíèêà ðàâíà ðàçíîñòè ïëî-

ùàäè ñåêòîðà ñ öåíòðàëüíûì óãëîì 

90
�  êðóãà ðàäèóñà 

2

a

 (îíà ðàâíà 

2 0 2

ñåêò 0

a 90

164 360

a
S

π π⋅

= =

⋅

) è ïëîùàäè 

ëåïåñòêà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ñåã-
ìåíòàìè, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 

2 2

ëåïåñòêà

a

8 4

a
S

π

= − (ñì. ïóíêò a)). 

Òîãäà ïëîùàäü âòîðîé ôèãóðû åñòü 
2 2 2 2 2

2

2

2 2 2 2 2 2
2

2
8 4 16 8 4

3

8 4 8 4 2 4

a a a a a
S a

a a a a a a
a

π π π

π π π

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟= − − − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= − + − + − =

 

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäå-

íèÿ (ïðîäåëàéòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî), 

ïîëó÷àåì, ÷òî è ïëîùàäü òðåòüåé 

ôèãóðû 
2

3

3

4

a
S = . Òàêèì îáðàçîì, 

âñå òðè ôèãóðû ðàâíîâåëèêè. 

Çàäà÷à 3. ADB − ïîëóîêðóæíîñòü 
ñ öåíòðîì C ðàäèóñà 1, îòðåçîê DC 

ïåðïåíäèêóëÿðåí AB. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü íåçàêðàøåííîé ëóíî÷êè, îáðà-

çîâàííîé ïîëóîêðóæíîñòüþ ADB è 
äóãàìè AE, BF è EF îêðóæíîñòåé ñ 

öåíòðàìè B, A, D ñîîòâåòñòâåííî 

(ðèñ. 3). 

Ðèñ. 3 

Ðåøåíèå.  Çàìåòèì, ÷òî èñêîìóþ 

ïëîùàäü ìîæíî íàéòè  ñëåäóþùèì 
îáðàçîì:  

.

Ìàòåìàòèêà
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ñåêò ñåêò

òðåóã ñåêò

2 ( S

) .
ABF DBC

ADC EDF

S S

S S

= ⋅ − −

− +

Íàéä¸ì âñå ïëîùàäè, ó÷àñòâóþùèå 

â ýòîé ôîðìóëå. Òàê êàê ∪AE − äó-

ãà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì B, òî AB = 

= BE = 2 (òàê êàê AC = CB = 1 ïî 

óñëîâèþ). Òîãäà DE = BE − BD = BE − 

− ( 2 2
DC BC+ ) = 2 − 2 . Àíàëîãè÷-

íî ïîëó÷àåì, ÷òî DF = 2− 2 . Ïî 

óñëîâèþ îòðåçîê DC ïåðïåíäèêóëÿ-
ðåí AB, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê 

ADC − ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåä-

ðåííûé, çíà÷èò 45DAC ADC∠ =∠ = ° , 

àíàëîãè÷íî 45CBD BDC∠ = ∠ = ° , òî 

åñòü 90ADB∠ = ° . Òàêèì îáðàçîì: 
2

2

ñåêò

(2 2) 90
(2 2) ,

360 4
EDFS

π π− ⋅ °

= = −

°

ñåêò

4 45

2360
ABFS

π π

°

⋅ ⋅ °

= = , 

2

ñåêò

1 90
.

360 4
DBCS

π π⋅ ⋅ °

= =

°

 Òàê êàê ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 
ADC ðàâíà 1/2, òî èñêîìàÿ ïëîùàäü 
ðàâíà 

( )

ñåêò ñåêò òðåóã

2

ñåêò

2 ( S )

1
2 2 2
2 4 2 4

2 2 1.

ABF DBC ADC

EDF

S S S

S
π π π

π π

= ⋅ − − +

⎛ ⎞
+ = − − + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − −

 

Çàäà÷à 4.  Ïóñòü G − öåíòð ðàâíî-

ñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB =

= a). Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çà-
êðàøåííîé íà ðèñ. 4, êîòîðàÿ îãðà-
íè÷åíà äóãàìè òð¸õ îêðóæíîñòåé. 

Ðèñ. 4 

Ðåøåíèå.  Ôèãóðà ñîñòîèò èç 
òð¸õ îäèíàêîâûõ ëåïåñòêîâ, êàæäûé 

èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç äâóõ ðàâíûõ 

ñåãìåíòîâ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ 
îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BGC, BGA è 

AGC. Íàéä¸ì ïëîùàäü îäíîãî òàêîãî 

ñåãìåíòà 
ñåãì

S , òîãäà ïëîùàäü âñåé 

ôèãóðû áóäåò ðàâíà 
ñåãì

6S S= ⋅

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, ïëîùàäü ñåã-

ìåíòà, îáðàçîâàííîãî äóãîé BG∪  

îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà BGC, è õîðäîé BG. Ïóñòü 

O − öåíòð îïèñàííîé îêîëî òðå-

óãîëüíèêà BGC îêðóæíîñòè, òîãäà 

ñåãì ñåêò òðåóãBOG BOGS S S= − . ×òîáû 

íàéòè ïëîùàäü ñåêòîðà, íåîáõîäèìî 
çíàòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè è öåí-

òðàëüíûé óãîë. Çàìåòèì, ÷òî   

CG  = BG =

2
2

1

2 2 3

3 3 4 3

a a
BB a= − = , 

òàê êàê BB è ÑÑ
1

− ìåäèàíû â ðàâ-

íîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå. Íàéä¸ì 

òåïåðü ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàí-
íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BGC ïî 

ôîðìóëå 
4

abc
R

S
= , ãäå a, b è c − ñòî-

ðîíû òðåóãîëüíèêà, à S − åãî ïëî-
ùàäü. Êðîìå òîãî, 

2

òðåóã

1 1 3
sin30 ,

2 4 3
BGC

a
S BG BC= ⋅ ⋅ ° =

òàê êàê ìåäèàíû â ðàâíîñòîðîííåì 

òðåóãîëüíèêå ÿâëÿþòñÿ òàêæå áèñ-
ñåêòðèñàìè. Òàêèì îáðàçîì, èìååì:  

2

2

3 1 3

3 31 3
4

4 3

a a
R a

a

⎛ ⎞

= ⋅ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⋅

. 

Ñëåäîâàòåëüíî, BO = GO = BG è 

òðåóãîëüíèê BGO − ðàâíîñòîðîííèé; 

ïîýòîìó  60BOG∠ = ° . Òîãäà 

2

2

ñåêò

3
60

9

360 18
BOG

a

a
S

π

π

⋅ ⋅ °

= =

°

, 

2 2

òðåóã

1 3 3
sin60

2 9 12
BOG

a a
S = ⋅ ⋅ ° = . 
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37

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü èñêîìîãî 

ñåãìåíòà åñòü 
2 2

ñåãì

3

18 12

a a
S

π

= − , à 

ïëîùàäü çàêðàøåííîé ôèãóðû ðàâíà  

2 2 2
3

6 (2 3 3)
18 12 6

a a a
S

π

π

⎛ ⎞

= ⋅ − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

Óïðàæíåíèÿ 

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî 

ïëîùàäè ôèãóð (ðèñ. 5 a, b, c), îáî-

çíà÷åííûõ ðàçíûìè øòðèõîâêàìè, 
ðàâíû. 

Ðèñ. 5

Óïðàæíåíèå 2.  Êâàäðàò ABCD 

(ÀÂ = a) ðàçäåë¸í íà ÷åòûðå ðàâíûõ 
êâàäðàòà. Íàéäèòå ïëîùàäè çàêðà-

øåííûõ ôèãóð (ðèñ. 6), ãðàíèöû êîòî-

ðûõ ñîñòîÿò èç ÷åòâåðòåé ðàçëè÷íûõ 

îêðóæíîñòåé. Îòâåò. 
2
( 2)a π −  è 2

2a . 

Ðèñ. 6 

Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè, çàãëÿíóâ â òåòðàäü ó÷åíèêà, áûë ïîòðÿ-
ñ¸í çàìûñëîâàòûìè âû÷èñëåíèÿìè:

 Îäèí èç íàñ ñîø¸ë ñ óìà, Ñèäîðîâ!
Íà ñëåäóþùèé äåíü Ñèäîðîâ êëàä¸ò ó÷èòåëþ íà ñòîë êîíâåðò.
 ×òî â í¸ì?  ñïðàøèâàåò ó÷èòåëü.
 Ñïðàâêà î òîì, ÷òî ÿ íå ñóìàñøåäøèé.

à) b) c) 

Ìàòåìàòèêà


