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Îêðóæíîñòè  
íà êëåò÷àòîé áóìàãå 

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíî-
ñòè íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè è âûÿñíÿþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà äëÿ çà-
äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îêðóæíîñòü âíóòðè ñåáÿ ñîäåðæèò 

ðîâíî n óçëîâ êëåò÷àòîé áóìàãè (öåëî÷èñëåííîé ðåø¸òêè 2 ) èëè
ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç n å¸ óçëîâ. 

1. Òåîðåìû Ãàóññà

Ïåðâîå èññëåäîâàíèå ðåø¸òêè 2

êàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà áûëî, 
ïî-âèäèìîìó, ïðåäïðèíÿòî Ê. Ãà-
óññîì  êîðîë¸ì ìàòåìàòèêè, êàê åãî 
íàçûâàëè ñîâðåìåííèêè. Ðåø¸òêà 

2,  ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç âñåõ
òî÷åê äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè ñ öåëû-
ìè êîîðäèíàòàìè. Ýòó ðåø¸òêó ÷àñòî 
íàçûâàþò êëåò÷àòîé áóìàãîé.  

Ãàóññ çàèíòåðåñîâàëñÿ âîïðîñîì 
î òîì, êàê áûñòðî ñ ðîñòîì R ðàñò¸ò 
÷èñëî N(R) òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè â êðóãå 

2 2 2( ) , : ,K R x y x y R

ãäå R  0  öåëîå ÷èñëî. ×èñëî N(R) 
ðàâíî ïëîùàäè ôèãóðû F(R), ñîñòàâ-

ëåííîé èç òåõ åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ 
ðåø¸òêè, ó êîòîðûõ ëåâûé íèæíèé 
óãîë ëåæèò â K(R) (ñì. ðèñ. 1). 

Òàê êàê íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå 
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè åäèíè÷íîãî 

êâàäðàòà íå ïðåâîñõîäèò 2 , òî ÿñ-
íî, ÷òî âñå êâàäðàòû, êîòîðûå ïåðå-

ñåêàþòñÿ îêðóæíîñòüþ 2 2 2,x y R  

ðàñïîëîæåíû â êîëüöå 
2 22 2, : 2 2 .x y R x y R

(Íà ðèñ. 1 ãðàíèöà ýòîãî êîëüöà 
èçîáðàæåíà ïóíêòèðîì ïðè R 4.) 

Ïëîùàäü ýòîãî êîëüöà ðàâíà 
2 2

2 2 4 2 ,R R R  

Âàâèëîâ Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷
Ïðîôåññîð, çàì. äèðåêòîðà ÑÓÍÖ ÌÃÓ 
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. 
Çàñëóæåííûé ïðåïîäàâàòåëü è ëàóðåàò 
Ëîìîíîñîâñêîé ïðåìèè ÌÃÓ.

Óñòèíîâ Àëåêñåé Âëàäèìèðîâè÷ 
Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

 âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ
 (Õàáàðîâñêèé ôèëèàë).
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

è ïîýòîìó 
2( ) 4 2 ,F R R R  

ãäå [F] îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ôèãó- 
ðû F. Èòàê, 

2

( ) 4 2
.

N R

RR  

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ R èìååì ïðèáëèæ¸í-
íîå ðàâåíñòâî 

2

( )
,

N R

R  

÷òî â áîëåå òî÷íîé ôîðìå ìîæíî 
çàïèñàòü â âèäå îòäåëüíîãî óòâåð-
æäåíèÿ.  

Òåîðåìà 1 (Ê. Ãàóññ). Èìååò 
ìåñòî ñîîòíîøåíèå 

2

( )
lim .

R

N R

R        (1) 

Êàê íàïèñàíî â êíèãå [1], Ãàóññ 
÷èñëåííî ïðîâåðèë òî÷íîñòü ôîðìó-
ëû (1), ñîñòàâèâ òàáëèöó, ãäå â ïî-
ñëåäíåé ñòðîêå ïðèâîäÿòñÿ ïðèáëè-
æ¸ííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñëà :  

10 20 30 100 200 300 

( ) 317 1257 2821 31417 125629 282697 

 3,17 3,1425 3,134 3,1417 3,140725 3,14107 

Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1) ìîæíî 
äîêàçàòü îäíî èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ 
ðåø¸òêè 2: ïëîùàäü ëþáîãî ïà-
ðàëëåëîãðàììà ,  ïîðîæäàþùåãî 

ðåø¸òêó 2,  ðàâíà 1. Òàêèå ïàðàë-
ëåëîãðàììû íàçûâàþòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ïà-
ðàëëåëîãðàìì Ï ïîðîæäàåò ðå-

ø¸òêó 2,  åñëè âñÿ ïëîñêîñòü
ðàçáèòà (áåç íàëîæåíèé) íà ðàâíûå 
ïàðàëëåëîãðàììû ,  à ìíîæåñòâî 
âåðøèí âñåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ðàç-
áèåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ 
óçëîâ öåëî÷èñëåííîé ðåø¸òêè. 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëè-
ðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ óñòàíîâèì 
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå 
ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ïàðàëëå-

ëîãðàììàìè è óçëàìè ðåø¸òêè 2 .
Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïàðàëëåëî-
ãðàììó åãî ñàìóþ ëåâóþ âåðøèíó, à 
åñëè òàêèõ âåðøèí äâå, òî èç íèõ 
âûáåðåì òó, êîòîðàÿ èìååò íàè-
ìåíüøóþ îðäèíàòó. Ìîäóëü ðàçíî-
ñòè ïëîùàäè êðóãà K(R) è ïëîùàäè 
ôèãóðû F, ñîñòîÿùåé èç îáúåäèíå-
íèÿ âñåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò óçëàì èç K(R), 
ìåíüøå ïëîùàäè êîëüöà 

Ìàòåìàòèêà
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2 22 2, : ,x y R a x y R a

ãäå à  íàèáîëüøàÿ äèàãîíàëü ïà-
ðàëëåëîãðàììà  (ñì. ðèñ. 2, íà êî-
òîðîì R 4 è à 13 ). Åñëè [ ] ,  
òî  

( )F N R

è, ñëåäîâàòåëüíî, 
2

2 2

( )

4 .

N R R

R a R a a R
 

Çíà÷èò, 

2

( ) 4
.

N R a

RR
Óñòðåìëÿÿ R ê áåñêîíå÷íîñòè, 

ïîëó÷àåì, ÷òî 

2
( )

lim ,
R

N R

R  

òî åñòü 1. 

2 2 2 .x y R   
Äëÿ ëþáîãî óçëà (õ; ó) 2  ÷èñëî 

2 2x y  ÿâëÿåòñÿ öåëûì.
Ïîýòîìó, åñëè (k) îáîçíà÷àåò 

÷èñëî âñåõ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ 
ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíîãî k â âè-
äå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷è-
ñåë (ïðåäñòàâëåíèÿ 

 

22 2 2

2 2 22

k a b a b

a b a b
  

ñ÷èòàþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè), òî 
N(R)  (0)  (1)  ...  (n), 

ãäå n R
2.

Òåîðåìà 2 (Ê. Ãàóññ). Ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî 

(0) (1) ... ( )
lim .
n

n

n
Îòìåòèì, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ (n) 

âåä¸ò ñåáÿ íåðåãóëÿðíî. Íàïðèìåð, 
(0)  1, (1)  4, (2)  4, (3)  0, 
(4)  4, (5)  8, (6)  0, (7)  0, 
(8)  4, ..., (21)  0, (22)  0, 
(23)  0, (24)  0, (25) 12. 

2. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ 
âåëè÷èíà (k)  ýòî êîëè÷åñòâî 
öåëûõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè ðàäèó-
ñà k ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-
íàò. Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôîð- 
ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé  
ôóíêöèè (k). 

 
à mt  b (t ). 

Èíñòðóìåíòîì äëÿ äàëüíåéøèõ 
ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé 
âàæíûé ðåçóëüòàò. 

Òåîðåìà 3 (î ïðåäñòàâëåíèè öå-
ëûõ ÷èñåë â âèäå ñóììû äâóõ êâàä-

ðàòîâ). Ïóñòü n > 1  íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî. 

à) Òîãäà 

1 34 ,n d n d n

ãäå d1(n)  êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé 
÷èñëà n âèäà 4k 1, à d3(n)  êîëè-
÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n âèäà 
4k 3. 

á) Åñëè  
0 1 1

1 12 ... ...k l
k ln p p q q   

åñòü êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå 
÷èñëà ï íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, 
â êîòîðîì  

ðj  1(mod 4), qj  3(mod 4), 
 òî 

1 14 1 ... 1 , , ..., ,

0 .
k ln

êîãäà ÷¸òíûå ÷èñëà

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Ïîëó÷èì åù¸ îäíî èíòåðåñíîå 
ñëåäñòâèå ôîðìóëû (1). Âåëè÷èíà 
N(R), ãäå R  öåëîå, ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé ÷èñëî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ 
ïàð öåëûõ ÷èñåë (õ; ó), äëÿ êîòîðûõ  

Äëÿ íàòóðàëüíîãî m çàïèñü 
à  b(mod m) îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà à  
è b äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè 
äåëåíèè íà m; äðóãèìè ñëîâàìè, 

Ìàòåìàòèêà
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Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåî-
ðåìû, èñïîëüçóþùåå ñâîéñòâà êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë, ìîæíî íàéòè, 
íàïðèìåð, â ñòàòüå À.Á. Ãîí÷àðîâà 
(ñì. «Êâàíò», 12, 1985).  

Îòìåòèì îäèí ïîëåçíûé ÷àñòíûé 
ñëó÷àé òåîðåìû 3: óðàâíåíèå 

2 2 5   ( 0)kx y k

èìååò 4(k 1) öåëî÷èñëåííûõ ðåøå-
íèé; äðóãèìè ñëîâàìè, îêðóæíîñòü 

ðàäèóñà 25k  ñ öåíòðîì â íà÷àëå 
êîîðäèíàò ïðîõîäèò â òî÷íîñòè ÷å-

ðåç 4(k 1) óçëîâ ðåø¸òêè 2 .
Òåîðåìà 3 èìååò ìíîãî ðàçëè÷-

íûõ ïðèëîæåíèé. Â êà÷åñòâå ïåðâî-
ãî èç íèõ ïðèâåä¸ì äîêàçàòåëüñòâî 
ôîðìóëû Ëåéáíèöà, êîòîðàÿ íà ïåð-
âûé âçãëÿä íå ñâÿçàíà íè ñ ðåø¸ò-
êàìè, íè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ÷èñåë â 
âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ. 

Òåîðåìà 4 (Ã. Ëåéáíèö). Ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî 

1 1 1
1 ... ,

3 5 7 4  
ãäå ïîä âûðàæåíèåì ñëåâà ïîíè-
ìàåòñÿ 

lim ,n
n

S
11 1 1

1 ... .
3 5 7 2 1

n

nS
n  

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåð-
æäåíèþ à) òåîðåìû 3, 

2

1 3
1

1 4 .
R

n

N R d n d n  

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 
2 2 2 2

1
1

...,
1 5 9

R

n

R R R
d n  

ãäå ñïðàâà ñòîèò êîíå÷íàÿ ñóììà, à 
ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó 
êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà  

2R

k
 (k 1, 5, 9, 13, ...) 

ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë, êðàòíûõ k, â 
ìíîæåñòâå {l, 2, 3, ..., R2}. Àíàëîãè÷íî,

2 2 2 2

3
1

...
3 7 11

R

n

R R R
d n

Ñëåäîâàòåëüíî, 
2 2 21

( ) 1
4 1 3 5

R R R
N R

2 2 2
...

7 9 11

R R R

Îïðåäåëèì ( )n R  èç ðàâåíñòâà 

2 2

2 2

1
( ) 1 ...

4 1 3

... ( ),
4 1 4 3 n

R R
N R

R R
R

n n

 (2) 

Ñ îäíîé ñòîðîíû, îñòàòîê ( )n R  íå-
îòðèöàòåëåí, òàê êàê 

2 2

2 2

( )
4 5 4 7

... 0
4 9 4 11

n
R R

R
n n

R R

n n

(êàæäàÿ ñêîáêà íåîòðèöàòåëüíà). 
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 

2

2 2 2

( )
4 5

... .
4 7 4 9 4 5

n
R

R
n

R R R

n n n

Ïóñòü R 4n  3. Òîãäà î÷åâèä-
íî, ÷òî  

0 ( ) .n R R  
Åñëè â ôîðìóëå (2) îòáðîñèòü 

âñå öåëûå ÷àñòè, òî å¸ ïðàâàÿ ÷àñòü 
(ïî ìîäóëþ) èçìåíèòñÿ íå áîëåå ÷åì 
íà R. Òàêèì îáðàçîì, 

2

1
( ) 1

4
1 1 1

1 ... 2 ,
3 4 1 4 3

N R

R R
n n

èëè 

2

( ) 1 1 1 1 2
1 ... ,

3 24

N R

R R RR
ãäå 1.  Óñòðåìëÿÿ òåïåðü R ê 
áåñêîíå÷íîñòè, ñ ó÷¸òîì ðàâåíñòâà (1)

 ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ëåéáíèöà. 

Ìàòåìàòèêà
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3. Îêðóæíîñòè Øèíöåëÿ

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò 
êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå ( 2 ; 1/3), 
êîòîðûé ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ n 
òî÷åê öåëî÷èñëåííîé ðåø¸òêè. Äëÿ 
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî 
åñëè (x1, ó1) è (õ2, ó2)  äâà ðàçëè÷-
íûõ óçëà öåëî÷èñëåííîé ðåø¸òêè, 
òî îíè íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ðàñ-

ñòîÿíèÿõ îò òî÷êè ( 2 ; 1/3). Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè 

2 2
1 1

2 2
2 2

2 1/ 3

2 1/ 3 ,

x y

x y

òî 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

2 2

3 3

2 2 0.

x x y y y y

x x

Â ñèëó òîãî, ÷òî êîîðäèíàòû  öå-
ëûå ÷èñëà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 

1 2   èx x  
2 2
1 2 1 2

2 2
0.

3 3
y y y y

Âòîðîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî 

2 2

1 2
1 1

,
3 3

y y   

èëè  

1 23 1 3 1 .y y

Â ïåðâîì ñëó÷àå 1 2,y y  à âî 

âòîðîì 1 23 2,y y  ÷òî íåâîçìîæ-

íî. Òàêèì îáðàçîì, 1 2x x  è 

1 2 .y y  Òî åñòü ìîæíî âûáðàòü òà-
êóþ ðàñòóùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
ðàäèóñîâ Rn, ÷òî â êðóãå 

2 2 22 1/ 3 nx y R

áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â òî÷íîñòè n òî-
÷åê. 

Áîëåå èíòåðåñíûì è òðóäíûì 
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñêîëü-

êî òî÷åê ðåø¸òêè 2  ìîæåò ïîïàñòü 
íà îêðóæíîñòü? 

Ëåãêî îòûñêàòü îêðóæíîñòè, êî-
òîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç 1, 2, 3 èëè 4 
òî÷êè (íàéäèòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî). 
Íåòðóäíî ïðèäóìàòü ïðèìåðû è äëÿ 
n  8, 12 (ñì. ðèñ. 3, 4). 

   Ðèñ. 3     Ðèñ. 4 

Ìåíåå òðèâèàëåí ñëó÷àé, êîãäà 
n  6 (ñì. ðèñ. 5). Âíèìàòåëüíî 
ñðàâíèâ îêðóæíîñòè íà ðèñóíêàõ 4 
è 5, ìîæíî äîãàäàòüñÿ, êàê áûë 
ïîñòðîåí ýòîò ïðèìåð. Îêðóæíîñòü 
ðàäèóñà 5 áûëà íàðèñîâàíà ñ öåí-
òðîì â òî÷êå (1; 0) (ñì. ðèñ. 6). Èç 

12 òî÷åê íà íåé 6 èìåþò ÷¸òíûå 
êîîðäèíàòû, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ óç-
ëàìè ðåø¸òêè (2 ) (2 ),  êîòîðàÿ 
ñîñòîèò èç òî÷åê ñ ÷¸òíûìè êîîð-
äèíàòàìè. Ðàññìàòðèâàÿ ýòó áîëåå 
êðóïíóþ ðåø¸òêó, ìû è ïîëó÷àåì 
ðèñóíîê 5. 

Ìàòåìàòèêà
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    Ðèñ. 5     Ðèñ. 6 

Îäíàêî, èìåÿ òîëüêî ýòè ïðèìå-
ðû, íå âïîëíå ÿñíî, ñóùåñòâóþò ëè 
îêðóæíîñòè, íà êîòîðûõ ëåæàò, 
íàïðèìåð, 5, 7 èëè 17 òî÷åê. 

Òåîðåìà 5 (À. Øèíöåëü, [2]). 
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ï ñó-
ùåñòâóåò îêðóæíîñòü, êîòî-
ðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç n òî÷åê 
ðåø¸òêè 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå á) 
òåîðåìû 3, êîíå÷íî, ïîçâîëÿåò äëÿ 
ëþáîãî n ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, íà 
êîòîðîé ëåæèò â òî÷íîñòè 4n òî÷åê. 
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîìåñòèòü 
öåíòð îêðóæíîñòè â íà÷àëî êîîðäè-
íàò, à â êà÷åñòâå ðàäèóñà âûáðàòü 

÷èñëî R 1 25 k  (ñì. çàìå÷àíèå ïî-
ñëå òåîðåìû 3). 

Ðèñóíîê 5 ñ øåñòüþ òî÷êàìè íà 
îêðóæíîñòè íàòàëêèâàåò íà ìûñëü, 
÷òî ïîëåçíî ðàññìîòðåòü îêðóæíî-
ñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (1/2; 0). Åñëè 
â êà÷åñòâå ðàäèóñà âçÿòü ÷èñëî  

1 25 / 2,kR
òî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè çàïèøåòñÿ 
â âèäå 

2 1
21 5

,         (3)
2 4

k
x y  

èëè 
2 2 12 1 2 5kx y .  (4) 

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíüøå, 
óðàâíåíèå 

2 2 15ka b      (5) 

èìååò 4k ðåøåíèé. ßñíî, ÷òî â ðàâåí-
ñòâå (5) îäíî èç ÷èñåë à, b äîëæíî 
áûòü ÷¸òíûì, à âòîðîå  íå÷¸òíûì. 
Â óðàâíåíèè (4) ÷¸òíîñòü êàæäîãî èç 
ñëàãàåìûõ ôèêñèðîâàíà, è ïîýòîìó èç 
êàæäûõ äâóõ ðåøåíèé (a, b), (b, a) 
óðàâíåíèÿ (5) ïîëó÷àåòñÿ ðîâíî îäíî 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) (îòìå÷åííûå 
òî÷êè íà ðèñ. 6 ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé ó õ 1). Òàêèì îáðà-
çîì, óðàâíåíèå (4) èìååò 2k ðåøåíèé 
(â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì óðàâíåíèå (5)). 

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïî-
ñòðîèòü îêðóæíîñòü ñ ëþáûì ÷¸ò-
íûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê íà íåé. 
Íàïðèìåð, ÷òîáû ïîëó÷èòü îêðóæ-

íîñòü ñ 10 òî÷êàìè ðåø¸òêè 2, äî-
ñòàòî÷íî â óðàâíåíèè (3) âçÿòü k  5 
(ñì. ðèñ. 7). 
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Ðèñ. 7  Ðèñ. 8 

Ïîíÿòíî, ÷òî òî÷êó (1/2; 0) íåëü-
çÿ áðàòü â êà÷åñòâå öåíòðà, åñëè ìû 
õîòèì íàéòè îêðóæíîñòü ñ í¸÷åòíûì 
÷èñëîì öåëûõ òî÷åê íà íåé (ðèñóíîê 
âñåãäà ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî 
ïðÿìîé õ  1/2). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñäâèíóòü öåíòð 
êðóãà â òî÷êó (1/3; 0). 

Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì óðàâíå-
íèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå 

(1/3; 0) è ðàäèóñîì 
5

3

k
: 

2 2
21 5

,
3 9

k
x y    (6) 

èëè 
2 2 23 1 3 5 .kx y   (7)

Ïî óòâåðæäåíèþ á) òåîðåìû 3 
óðàâíåíèå 

2 2 25 ka b         (8) 
èìååò 4(2k  1) ðåøåíèé. Êâàäðàòû 
öåëûõ ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà 3 ìîãóò 
äàâàòü òîëüêî îñòàòêè 0 è 1. Ïîýòî-
ìó, ðàññìàòðèâàÿ îñòàòêè îò äåëå-
íèÿ íà 3, ïîëó÷àåì, ÷òî îäíî èç ÷è-
ñåë à, b äåëèòñÿ íà 3, à äðóãîå  íåò. 
Äîïóñòèì, ÷òî à  0(mod 3), 
b   1(mod 3). Òîãäà èç ÷åòûð¸õ ïàð 
(à, b), (à, b), (b, à), ( b, à) ðîâíî îäíà 
ïàðà ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ óðàâíå-
íèÿ (7). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå 
(7) èìååò â 4 ðàçà ìåíüøå ðåøåíèé, 

÷åì óðàâíåíèå (3), òî åñòü 2k 1. 
Íàïðèìåð, ïðè k  2 ïîëó÷àåòñÿ 

îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 8; ñðàâíèòå åãî 
ñ ðèñ. 7) 

2 4
21 5

,
3 9

x y  

èëè  
2 2 43 1 3 5 .x y

Òåîðåìà 5 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. 
Îêðóæíîñòè, êîòîðûå çàäàþòñÿ 

óðàâíåíèÿìè (3) è (6), íàçûâàþòñÿ 
îêðóæíîñòÿìè Øèíöåëÿ. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ äàííîãî ÷èñëà n ýòè 
óðàâíåíèÿ ìîãóò çàäàâàòü, âîîáùå 
ãîâîðÿ, íå ñàìóþ ìàëåíüêóþ îêðóæ-
íîñòü ñ n òî÷êàì ðåø¸òêè íà íåé. 
Òàê ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, ïðè n  4 
(î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ïðåäúÿâèòü 
îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1/ 2 ) è ïðè 
n  9 (îêðóæíîñòü Øèíöåëÿ èìååò 
ðàäèóñ 625/3, íî îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì (1/3; 0) è ðàäèóñîì 65/3 òàêæå 
ïðîõîäèò ÷åðåç 9 öåëûõ òî÷åê). 

Âîçìîæíû è áîëåå íåòðèâèàëü-
íûå êîíôèãóðàöèè òî÷åê. Òàê, íà 
ðèñ. 9 èçîáðàæåíà îêðóæíîñòü ñ 
öåíòðîì â òî÷êå (1/5; 2/5) è ðàäèó-

ñîì 13 17 / 5 . Îíà ïðîõîäèò ÷åðåç 

÷åòûðå öåëûå òî÷êè ( 6, 2), (1, 7), 
(2, 6), (5, 5). Íà ðèñ. 10 ìîæíî âè-
äåòü îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 
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ïÿòü öåëûõ òî÷åê ( 12, 4), ( 7, 11), 

(4, 12), (10, 8), (13, 1). Å¸ öåíòð 

íàõîäèòñÿ â òî÷êå (1/7; 2/7), à ðà-

äèóñ ðàâåí 25 13 /7 . 

   Ðèñ. 9  Ðèñ. 10 

4. Èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîåêò

Â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåííûìè âî-
ïðîñàìè âîçíèêàþò íåñêîëüêî èñ-
ñëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ (ìû îñòàíî-
âèìñÿ òîëüêî íà äâóõ).  

1) Îïèñàòü ìíîæåñòâî îê-
ðóæíîñòåé, êîòîðûå ïðîõîäÿò â 
òî÷íîñòè ÷åðåç n òî÷åê. 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îêðóæíîñòü, 
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ÷åòûðå òî÷êè,  
äîñòàòî÷íî ðåäêîå ÿâëåíèå, òî åñòü 
åñëè ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ÷åðåç òðè 
ñëó÷àéíî âûáðàííûå òî÷êè ðåø¸òêè 

2,  òî ÷åðåç ÷åòâ¸ðòóþ öåëóþ òî÷êó
îíà ïðîéä¸ò ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ.  

2) Ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé òåñíî
ñâÿçàí è âîïðîñ îá èçîáðàæåíèè 
êðóãà íà ýêðàíå êîìïüþòåðà. Ìîæíî 
ñ÷èòàòü, ÷òî ìîíèòîð  ýòî ïðÿìî-
óãîëüíûé ëèñò êëåò÷àòîé áóìàãè, à 
êðóã íà ýêðàíå  îáúåäèíåíèå âñåõ 
êëåòî÷åê (ïèêñåëåé), êîòîðûå ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñ âíóòðåííîñòüþ êðóãà. Çà-
äà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñ-
íèòü, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ èçîá-
ðàæåíèé íà ýêðàíå èìååò êðóã 
äàííîãî ðàäèóñà. Íà ðèñ. 11 ïðåä-

ñòàâëåíû íåêîòîðûå âîçìîæíûå 
èçîáðàæåíèÿ êðóãà ðàäèóñà 1,05 
(«âðó÷íóþ» íàéäèòå îñòàëüíûå ñà-
ìîñòîÿòåëüíî). Ýòîé çàäà÷å áûëî 
ïîñâÿùåíî âûñòóïëåíèå áðèòàíñêîãî 
ìàòåìàòèêà Ì. Õàêñëè íà êîíôå-
ðåíöèè ïî òåîðèè ÷èñåë â Ìîñêâå â 
2006 ãîäó.  

Ðåøåíèé è ïîëíûõ îòâåòîâ â 
ýòèõ çàäà÷àõ ïîêà íåò. 

Ðèñ. 11 

5. Çàäà÷è

1. Èìååòñÿ øàõìàòíàÿ äîñêà
(ãðàíèöû êâàäðàòîâ ñ÷èòàþòñÿ îêðà-

øåííûìè â ÷¸ðíûé öâåò). Íà÷åðòèòü 
íà íåé îêðóæíîñòü íàèáîëüøåãî ðà-
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2. (Ã. Øòåéíãàóç; ñì. [3]) à) Èìå-
þòñÿ 64 êâàäðàòíûå ïëèòêè ñî ñòî-
ðîíîé 10. Êàê èõ ñëåäóåò óëîæèòü 
íà ïëîñêîñòè, ÷òîáû âñå 64 ïëèòêè 
ìîæíî áûëî îïèñàòü îêðóæíîñòüþ 
ðàäèóñîì 50? Ñóùåñòâóþò ëè 
îêðóæíîñòè ìåíüøåãî ðàäèóñà, ñïî-
ñîáíûå âìåñòèòü âñå 64 ïëèòêè? 
Ìîæíî ëè ïîìåñòèòü 67 ïëèòîê 
âíóòðè ýòîãî æå êðóãà? 

á) ×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíîå 
÷èñëî êâàäðàòíûõ ïëèòîê ñî ñòîðî-
íîé 1, êîòîðûå ìîæíî ðàñïîëîæèòü 
âíóòðè êðóãà ðàäèóñà 2? 

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 0) ëåæàò 
òîëüêî âèäèìûå èç íà÷àëà êîîðäèíàò 

óçëû ðåø¸òêè 2 , òî êâàäðàò ðàäèó-
ñà íå äåëèòñÿ íè íà îäèí êâàäðàò 
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, è îáðàòíî. 

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò øàð ñ 
öåíòðîì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè 

2; 3; 1 / 3 ,  êîòîðûé ñîäåðæèò

âíóòðè ñåáÿ ðîâíî n óçëîâ ðåø¸òêè 
3 .

5. (Ò. Êóëèêîâñêèé; ñì. [2]) Ïóñòü
2 2 2

0x x y R

åñòü îêðóæíîñòü Øèíöåëÿ, íà êî-

òîðîé ëåæàò n òî÷åê ðåø¸òêè 2.  
Äîêàæèòå, ÷òî íà ñôåðå  

22 2 2
0 2 2x x y z R

ëåæèò ðîâíî n òî÷åê ðåø¸òêè 3 .
6. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò 

îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ðîâíî ÷å-
ðåç n óçëîâ ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà 
ïðàâèëüíûå à) òðåóãîëüíèêè, á) øå-
ñòèóãîëüíèêè. 

7. (Ñì. [2]) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà êîîðäèíàòà öåí-
òðà îêðóæíîñòè èððàöèîíàëüíà, òî 
íà ñàìîé îêðóæíîñòè íàéä¸òñÿ íå 
áîëåå äâóõ òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìè 
êîîðäèíàòàìè. 

8. (Ñì. [2]) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ: 

à) Ñóùåñòâóþò îêðóæíîñòè ñ 

öåíòðîì â óçëå ðåø¸òêè 2,  íà êî-
òîðûõ íåò íè îäíîé ðàöèîíàëüíîé 
òî÷êè. 

á) Ñóùåñòâóþò îêðóæíîñòè, êî-
òîðûå ñîäåðæàò ðîâíî îäíó ðàöèî-
íàëüíóþ òî÷êó. 

â) Ñóùåñòâóþò îêðóæíîñòè, êî-
òîðûå ñîäåðæàò ðîâíî äâå ðàöèî-
íàëüíûå òî÷êè. 

ã) Åñëè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â 
íà÷àëå êîîðäèíàò (0; 0) ñîäåðæèò ïî 
ìåíüøåé ìåðå îäíó ðàöèîíàëüíóþ 
òî÷êó, òî íà òàêîé îêðóæíîñòè ëå-
æèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ 
òî÷åê ïëîñêîñòè. 

10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
÷¸òíîãî n ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ñ 
öåíòðîì â òî÷êå (1/3; 0), êîòîðàÿ 
ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç n óçëîâ ðå-

ø¸òêè 2 .
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íûõ ïîëÿõ

9. Íà ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè ñ
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óçëå êëåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà 
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