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Îêðóæíîñòè Êàðíî 
è èõ ñâîéñòâà 

Ïóñòü äàíû òðåóãîëüíèê ABC è 

îïèñàííàÿ îêîëî íåãî îêðóæíîñòü  ω

ñ öåíòðîì Î. Ïîñòðîèì îêðóæíîñòè, 

ñèììåòðè÷íûå îêðóæíîñòè ω  îòíî-

ñèòåëüíî ñòîðîí ,BC AC  è AB  òðå-

óãîëüíèêà ÀÂÑ, è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç

1 2 3, ,ω ω ω  ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 1). 

Öåíòðû îêðóæíîñòåé 1 2 3, ,ω ω ω  áó-

äóò ñèììåòðè÷íû òî÷êå Î îòíîñè-
òåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí. 

Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç 1,O 2 3èO O  

ñîîòâåòñòâåííî. 
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Îïðåäåëåíèå 1. Îêðóæíîñòè

ω1 1( ),O  ω2 2( ),O  ω3 3( )O  íàçûâàþòñÿ 

îêðóæíîñòÿìè Êàðíî òðå-

óãîëüíèêà ABC. 

Óòâåðæäåíèå 1. Δ = Δ 1 2 3,ABC O O O  

ïðè÷¸ì � 1 2 ,AB O O � 2 3 ,BC O O

� 1 3 .AC O O

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1,M  2,M

3M  − ñåðåäèíû ñòîðîí ,BC AC  è 

AB  ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà �1 2MM AB 

è =1 2

1

2
M M AB  êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ. 

Ðàññìîòðèì Δ 1 2 .O OO  Â í¸ì 

= =2 2 2 1 1 1, .OM O M OM O M  

Ñëåäîâàòåëüíî �1 2 1 2M M O O  è 

=1 2 1 2

1

2
M M O O  êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ. 

Çíà÷èò, 1 2O O AB�  è 1 2 .O O AB=  

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 

2 3O O BC�  è =2 3 ;O O BC  1 3O O AC�  

è =1 3 .O O AÑ

Ñëåäîâàòåëüíî, Δ = Δ 1 2 3ABC O O O  

ïî òð¸ì ñòîðîíàì. 

Óòâåðæäåíèå 2.  Òî÷êà Î − îðòî-

öåíòð Δ 1 2 3O O O . 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ 

1O O BC⊥  ïî ïîñòðîåíèþ òî÷êè 1,O  à 

� 2 3BC O O  ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, 

çíà÷èò, ⊥1 2 3,O O O O  ò. å.  ÿâëÿåòñÿ 

âûñîòîé Δ 1 2 3,O O O  îïóùåííîé  èç 

âåðøèíû  1 .O  Àíàëîãè÷íî, 2O O  ÿâ-

ëÿåòñÿ âûñîòîé, îïóùåííîé èç âåð-

øèíû 2,O  à 3O O  − âûñîòîé, îïó-

ùåííîé èç âåðøèíû 3 .O  È âñå ýòè 

âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. 

Óòâåðæäåíèå 3. Òî÷êà Í − öåíòð 
îïèñàííîé îêðóæíîñòè îêîëî 

Δ 1 2 3 .O O O  

Äîêàçàòåëüñòâî Î÷åâèäíî, ÷òî 

⊥ 1 3,HB O O  ò. ê. ⊥ ,HB AC  à 

� 1 3 .AC O O  

Ïóñòü Ì4 − òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 

1 3O O  è ÂÍ. 

Ïîêàæåì, ÷òî =3 4 4 1 .O M M O

Ðàññìîòðèì ÷åòûð¸õóãîëüíèê 

1 2 .ABO O  Ñîãëàñíî  óòâåðæäåíèþ 1, 

� 1 2AB O O  è 1 2 1 2AB OO ABOO= ⇒ −

ïàðàëëåëîãðàìì ⇒ �1 2BO AO  è

=1 2 .BO AO

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè 2 2AO M  

è 1 4 .O BM  Î÷åâèäíî, îíè ïðÿìî-

óãîëüíûå. =1 2BO O A  è ïðè ýòîì 

∠ = ∠1 4 2 2BO M O AM  (òàê êàê 

�1 2BO AO  è 1 4 2)O M AM� ⇒

⇒ Δ = Δ ⇒2 2 1 4AO M O BM

⇒ = = =1 4 2 1 3

1 1
,

2 2
O M AM AC O O  ò. å. 

4M  − ñåðåäèíà 1 3 .O O  

Çíà÷èò,  ÍÂ − ñåðåäèííûé ïåð-

ïåíäèêóëÿð ê 1 3 .O O  Àíàëîãè÷íî,    

HA − ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê 

2 3,O O  à HC  − ê 1 2 .O O  Òî åñòü Í −  

öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè îêîëî 

Δ 1 2 3O O O . 

Ñëåäñòâèå 1. Îêðóæíîñòè 1,ω 2,ω

3ω  ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå 

òî÷êó Í, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îðòîöåí-

òðîì Δ .ABC  

Ñëåäñòâèå 2. Èìååì 22 ,BH OM=  

12 ,AH OM=  32 .CH OM=  

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðÿìîé Ýéëåðà 
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ íàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè Î 
(öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè) è H  
(òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò) . 

Îïðåäåëåíèå 3. Îêðóæíîñòüþ
Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà ABC (èëè 
îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê) íàçûâà-
åòñÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç: 

• îñíîâàíèÿ ìåäèàí (ñåðåäèíû 
ñòîðîí), 

• îñíîâàíèÿ âûñîò, 

• ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿ-
þùèõ îðòîöåíòð ñ âåðøèíàìè òðå-
óãîëüíèêà. 
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Èçâåñòíî, ÷òî: 
1) öåíòð îêðóæíîñòè  Ýéëåðà 

ëåæèò íà ïðÿìîé Ýéëåðà â ñåðåäèíå 

îòðåçêà ÎÍ − òî÷êå 9 .O  

2) ðàäèóñ îêðóæíîñòè Ýéëåðà
ðàâåí ïîëîâèíå ðàäèóñà îïèñàííîé 
îêðóæíîñòè. 

Èç óòâåðæäåíèé 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî 

òðåóãîëüíèêè ABC  è  1 2 3O O O  èìåþò 

îäíó è òó æå ýéëåðîâó ïðÿìóþ è îäíó 
è òó æå ýéëåðîâó îêðóæíîñòü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê êàê òî÷êè Î è Í 

ÿâëÿþòñÿ îðòîöåíòðîì è öåíòðîì 
îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî ñåðåäèíà 

9O  îòðåçêà ÎÍ − öåíòð îêðóæíîñòè 

Ýéëåðà äëÿ êàæäîãî èç íèõ. À â ñèëó 
òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèêè ðàâíû, ðà-
äèóñû îêðóæíîñòåé Ýéëåðà äëÿ íèõ 
òàêæå ðàâíû. 

Òåîðåìà 1. Îòðåçêè AO1, BO2, CO3
 

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå 

Î9, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì 
îêðóæíîñòè Ýéëåðà.  

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîåäèíÿÿ òî÷êè 

Î1 è Î2 ñ òî÷êàìè B è A ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïîëó÷èì ïàðàëëåëîãðàìì 

ABO1O2. Ïîñêîëüêó îòðåçîê O1O2
 

ïàðàëëåëåí è ðàâåí AB, ñëåäîâà-

òåëüíî, BO1 ïàðàëëåëåí è ðàâåí AO2. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûð¸õóãîëüíèê 

ABO1O2 −   ïàðàëëåëîãðàìì. Òî÷êó 

ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïîëó÷åííîãî 

ïàðàëëåëîãðàììà îáîçíà÷èì ÷åðåç K. 
Ïîêàæåì, ÷òî K ñîâïàäàåò ñ ñåðå-

äèíîé O9 îòðåçêà OH. Äåéñòâèòåëüíî, 

AK=KO1, BK=KO2. Ñîåäèíèì òî÷êè O1
 

è O ñ òî÷êàìè H è A ñîîòâåòñòâåííî. 

Èìåÿ â âèäó, ÷òî îòðåçîê OO1 ïà-

ðàëëåëåí è ðàâåí AH, ïîëó÷èì ïà-

ðàëëåëîãðàìì AHO1O, äèàãîíàëè AO1
 

è OH êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ â ñå-

ðåäèíå O9 îòðåçêà OH, ò. å. HO9 = O9O 

è AO9 = O9O1. Òàêèì îáðàçîì, O9
 

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé AO1, 

ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè K è O9 ñîâïà-

äàþò (K ≡ O9). Àíàëîãè÷íî ïîêàæåì, 

÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ BO2 è CO3
 

òàêæå ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé O9. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ðàâíûå òðåóãîëüíèêè ABC 

è O1O2O3, çàìå÷àåì, ÷òî îðòîöåíòð H 

òðåóãîëüíèêà ABC è öåíòð O îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ñòàíîâÿòñÿ äëÿ 

òðåóãîëüíèêà O1O2O3 ñîîòâåòñòâåííî 
öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè è 
îðòîöåíòðîì. 

Ñëåäñòâèå. Òðåóãîëüíèêè ABC è 

O1O2O3 èìåþò îäíó è òó æå ýéëåðîâó 

îêðóæíîñòü è ýéëåðîâó ïðÿìóþ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ 

ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è O1O2O3 

òî÷êè H è O ÿâëÿþòñÿ îðòîöåíòðîì è 
öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè, 

çíà÷èò, ñåðåäèíà O9 îòðåçêà OH 
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ýéëåðîâîé 
îêðóæíîñòè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè äâà òðåóãîëüíèêà 
èìåþò îäíó è òó æå ýéëåðîâó ïðÿìóþ 
è ýéëåðîâó îêðóæíîñòü. 

Ïðèâåä¸ì íåñêîëüêî îïðåäå-
ëåíèé. 

Îïðåäåëåíèå 2. Äîïîëíèòåëü-
íûì òðåóãîëüíèêîì òðåóãîëüíèêà 
ABC íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèê, âåð-
øèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû 
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. 

Îïðåäåëåíèå 3. Àíòèäîïîëíè-
òåëüíûì òðåóãîëüíèêîì òðå-
óãîëüíèêà ABC íàçûâàåòñÿ òðå-
óãîëüíèê, îáðàçîâàííûé â ðåçóëüòàòå 
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ 
÷åðåç âåðøèíû A, B, C è ïàðàë-
ëåëüíûõ ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, 
ïðîòèâîëåæàùèì ýòèì âåðøèíàì. 

Òåîðåìà 2. Îêðóæíîñòè Êàðíî 
òðåóãîëüíèêà ABC êàñàþòñÿ îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè àíòèäîïîëíèòåëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ABC. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñëåäñòâèå 
ïåðåñå÷åíèÿ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 
âåðøèíû A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC 
ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ïðîòèâîëå-
æàùèì ýòèì âåðøèíàì ñòîðîíàì, 

îáðàçóåòñÿ òðåóãîëüíèê 1 1 1,A B C  êî-

òîðûé ÿâëÿåòñÿ àíòèäîïîëíèòåëü-
íûì òðåóãîëüíèêîì òðåóãîëüíèêà 
ABC (ðèñ. 2). Òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ 
ñåðåäèíàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà 
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1 1 1 .A B C  Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðïåíäè-

êóëÿðû ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà 

1 1 1,A B C  âîññòàíîâëåííûå èç òî÷åê A, 

B, C, ïåðåñåêàþòñÿ â îðòîöåíòðå H 
òðåóãîëüíèêà ABC. Òàêèì îáðàçîì, 
òî÷êà H áóäåò öåíòðîì îïèñàííîé 

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà 1 1 1 .A B C  

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè 1 1 1, ,H O A  

íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé. Ðàñ-

ñìîòðèì òðåóãîëüíèêè 1 2HO O  è 

1 1,HA B  ãäå = =1 2 .HO HO R  Çäåñü R 

ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì îïèñàííîé îêîëî 

ABC îêðóæíîñòè. Äàëåå, =1 1 .HA HB   

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ àíòèäî-

ïîëíèòåëüíîãî òðåóãîëüíèêà 1 1 1,A B C  

çàìå÷àåì, ÷òî ÷åòûð¸õóãîëüíèê 

1ACBC  ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì. 

Çíà÷èò, 1 ,C C∠ = ∠ à H ÿâëÿåòñÿ 

öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè 

òðåóãîëüíèêà 1 1 1 .A B C  Ñëåäîâàòåëü-

íî, 1 1 12 2 .A HB C C∠ = ∠ = ∠  Òàê êàê  

H − öåíòð îïèñàííîé îêîëî Δ 1 2 3O O O  

îêðóæíîñòè, à Δ = Δ1 2 3 ,O O O ABC  òî

1 2 1 3 22 2 .O HO O O O C∠ = ∠ = ∠ Ñëåäî-

âàòåëüíî, Δ Δ∼1 1 1 2 .HA B HO O  Ïî-

ñêîëüêó 1 2 1 1O O AB A B  è 

= =
1 1

1 2 ,
2

A B
O O AB êîýôôèöèåíò 

ïîäîáèÿ k ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâåí 

2 (k = 2). Ñëåäîâàòåëüíî, 1HA =  

12 2 ,HO R= =  1 22 2 .HB HO R= =  Òà-

êèì îáðàçîì, òî÷êè 1 1, ,H O A  

íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, à 1HA  è 

1HB ÿâëÿþòñÿ äèàìåòðàìè îêðóæ-

íîñòåé ω1  è ω2  ñîîòâåòñòâåííî. 

Ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü àíòèäîïîëíèòåëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè 

1 1 1, , .A B C  

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ 
îêðóæíîñòü àíòèäîïîëíèòåëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà òðåóãîëüíèêà ABC êà-

ñàåòñÿ îêðóæíîñòåé Êàðíî ω ω ω1 2 2, , .

O
2

B
1

A
1B

O
1

O
3

H

A

O

C

С
1

Ðèñ. 2 
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Òåïåðü íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà 

îïðåäåëèì îòðåçêè, îáðàçîâàííûå 

îñíîâàíèÿìè âûñîò òðåóãîëüíèêà 

ABC. Ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðîâåä¸ííûå 

èç öåíòðà O îïèñàííîé îêðóæíîñòè 

òðåóãîëüíèêà ABC ê ñòîðîíàì AB, 

BC, AC, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî 

÷åðåç , , .c a bk k k  Ðàññìîòðèì ñëåäó-

þùèå ïàðû ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ 

(ñì. ðèñ. 3): Δ Δ∼1 3 ,A BH CH B  îòêóäà 

1 1

3 3

,

AB AHBH

CH BH BC
= =  èëè = =

3

2 2
,b

c

kb R

h BH a
 

îòêóäà 
⋅

=3 .ba k
BH

R
  

Δ Δ∼1 2 ,AHC BH C îòêóäà 1

2 2

AC HC

BH CH
= =

1

2

2 2
; c

b

kA H c R

BC h CH a

⋅

= = =  è, ñëåäîâà-

òåëüíî, 2
c

a k
CH

R

⋅

= ⋅

 1 2 ,AHB AH BΔ Δ∼ îòêóäà 1

2

AB

BH
=

1

2

;
HBAH

AH AB
= =

2

2 2
,a

b

ka R

h AH c

⋅

= =  

ñëåäîâàòåëüíî, 2 .ak c
AH

R

⋅

=  

Ñóììèðóÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåí-

ñòâà, ïîëó÷èì:  

2 2 ,

a c a c
k c k a k c k a

b AH CH
R R R

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= + = + =

 îòêóäà ⋅ = ⋅ + ⋅ .c ab R a k c k  

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñòîðîí a è ñ ïî-

ëó÷èì 

⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅, .a b c bc R b k a k a R b k c k

Òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþ-

ùóþ òåîðåìó. 

Òåîðåìà 3 (Êàðíî). Ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé îò öåíòðà O îïèñàííîé îêîëî 
îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC 
îêðóæíîñòè äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà 

ðàâíà ñóììå ðàäèóñîâ îïèñàííîé è 
âïèñàííîé îêðóæíîñòåé. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè 
âûøåïðèâåä¸ííûõ ðàâåíñòâà: 

,

, .

c b

c a a b

a R b k c k b R

a k c k c R b k a k

⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ =

= ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, 

ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî 2 ,a b c p+ + =  ãäå 

2p ÿâëÿåòñÿ ïåðèìåòðîì òðåóãîëü-
íèêà ABC, è èìåÿ â âèäó, ÷òî

1 1 1 1 1 1 1ïë. ïë. ïë.A B C A B H A C HΔ = Δ + Δ +

1 1ïë. ,B C H+ Δ  ïîëó÷èì: 

2 2 ( )

( ),

a b c

a b c

R p p k k k

a k b k c k

⋅ = ⋅ + + −

− ⋅ + ⋅ + ⋅

èëè 

1 1 1ïë.
2 2 ( ) ,

2
a b c

A B C
R p p k k k

Δ

⋅ = ⋅ + + −

îòêóäà ⋅ = ⋅ + + −( ) ,a b cR p p k k k S  ãäå 

S ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäüþ òðåóãîëüíèêà 
ABC. Çàìåíÿÿ S íà pr, ïîëó÷èì 

.a b ck k k R r+ + = +  ×òî è òðåáîâà-

ëîñü äîêàçàòü. 
Ïðèìå÷àíèå. Åñëè óãîë A òðå-

óãîëüíèêà ABC òóïîé, òî òåîðåìà 
Êàðíî áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: 

.b c ak k k R r+ − = +  
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