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Îá îïðåäåëåíèÿõ è íå òîëüêî  

î íèõ...
ßâëÿþòñÿ ëè àêñèîìû íåçûáëåìûìè èñòèíàìè? Äëÿ ÷åãî îíè 

íóæíû è êàê èñïîëüçóþòñÿ? Â ñòàòüå ðàçáèðàþòñÿ ëîãè÷åñêèå îñ-
íîâû îïðåäåëåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, äà¸òñÿ îïèñàíèå àê-
ñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà, ðîëè àêñèîì â ìàòåìàòèêå. 

Ìàòåìàòèêà èìååò äåëî ñ «ìàòå-
ìàòè÷åñêèìè» îáúåêòàìè: ÷èñëàìè, 
ãåîìåòðè÷åñêèìè ôèãóðàìè, ôóíê-
öèÿìè, ìíîæåñòâàìè... Ðàçëè÷íûõ âè-
äîâ îáúåêòîâ ñòîëüêî, ÷òî ìîæíî áåç 
ïðåóâåëè÷åíèÿ ñêàçàòü, ÷òî ýòî – öå-

ëûé îòäåëüíûé ìèð, â êîòîðîì äàæå 
ïðîôåññèîíàëû ìîãóò óâåðåííî îðè-
åíòèðîâàòüñÿ ëèøü íà îãðàíè÷åííîé 
åãî ÷àñòè. Îò îáúåêòîâ ðåàëüíîãî 
ìèðà «ìàòåìàòè÷åñêèå» îáúåêòû 
îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî îðãàíàì ÷óâñòâ 
îíè íåäîñòóïíû íè íåïîñðåäñòâåííî, 
íè ñ ïîìîùüþ êàêèõ-ëèáî ýêñïåðè-
ìåíòîâ. Âñ¸, ÷òî ìû ìîæåì óçíàòü î 
òàêîì îáúåêòå, îñíîâûâàåòñÿ íà åãî 
îïðåäåëåíèè. Ñêàæåì, ñëîâà «áèñ-
ñåêòðèñà óãëà» îñòàíóòñÿ ïóñòûì 
çâóêîì è âñå ðàññóæäåíèÿ î áèññåê-
òðèñàõ – áåññìûñëèöåé, ïîêà íå 

ñêàçàíî, ÷òî ýòî ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â 
ïëîñêîñòè óãëà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 
åãî âåðøèíó è ñîñòàâëÿþùàÿ ðàâ-
íûå óãëû ñ åãî ñòîðîíàìè. 

×àñòî îïðåäåëåíèå ñòîèò â íà-
÷àëå ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé:  

îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé îáúåêò è çàòåì 
èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà. Ôîðìàëüíî 
îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ëþáûì, 
ëèøü áû îíî íå ñîäåðæàëî âíóòðè 
ñåáÿ ëîãè÷åñêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ, íî â 
äåéñòâèòåëüíîñòè äåëî îáñòîèò èíà-
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÷å. Ïðèäóìàííûå, «âçÿòûå ñ ïîòîë-
êà» îïðåäåëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íè ê 
÷åìó íå âåäóò, íèêàêîé èíòåðåñíîé è 
ïîëåçíîé òåîðèè èç íèõ íå ïîëó÷àåò-
ñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñòîðèÿ ìàòå-
ìàòèêè ïîëíà òàêèõ ïðèìåðîâ, êîãäà 
íèêàê íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ëþ-
äè, æèâøèå â ðàçíûõ ñòðàíàõ è â 
ðàçíûå âðåìåíà, íåçàâèñèìî äðóã îò 
äðóãà îòêðûâàëè îäèí è òîò æå îáú-
åêò – ïðèõîäèëè ê îäíîìó è òîìó æå 

îïðåäåëåíèþ, âîçìîæíî, ïî-ðàçíîìó 
ñôîðìóëèðîâàííîìó. È óæ òàêîå îï-
ðåäåëåíèå, ðàçóìååòñÿ, îêàçûâàëîñü 
íóæíûì è ïîëåçíûì. Â ýòîì ñìûñëå 
èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìèðà 
íàïîìèíàåò ãåîãðàôè÷åñêèå îòêðûòèÿ 
(äà è ëþáûå îòêðûòèÿ â åñòåñòâåííûõ 
íàóêàõ). È ýòî äåëàåò ðàáîòó ìàòåìà-
òèêà îñîáåííî óâëåêàòåëüíîé. 

Ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìèðó, êàê è 
ïî ðåàëüíîìó, ïåðåäâèãàþòñÿ ïî îï-
ðåäåë¸ííûì ìàðøðóòàì. Êàæäûé 
ó÷åáíèê èëè íàó÷íàÿ êíèãà íà÷èíà-
þòñÿ ñ êàêîé-òî èñõîäíîé òî÷êè. Àâ- 

 

òîð ðàññ÷èòûâàåò, ÷òî ÷èòàòåëü, 
ïðèñòóïàÿ ê êíèãå, èìååò îïðåäå-
ë¸ííûé çàïàñ ïðåäâàðèòåëüíûõ çíà-
íèé. Ïî ìåðå ÷òåíèÿ îí ïðîäâèãàåò-
ñÿ ïî íàìå÷åííîìó àâòîðîì ìàð-
øðóòó è ïîëó÷àåò íîâûå ñâåäåíèÿ, â 
òîì ÷èñëå çíàêîìèòñÿ ñ íîâûìè ìà-
òåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè è èõ îï-
ðåäåëåíèÿìè. Îäíîìó è òîìó æå 
îáúåêòó ìîæíî äàòü ìíîãî ðàâíî-
ñèëüíûõ îïðåäåëåíèé. Êàêîå èç íèõ 
âûáðàòü – çàâèñèò îò âûáðàííîãî 

ìàðøðóòà èëè ñïîñîáà èçëîæåíèÿ 

ìàòåðèàëà, è òîò âûáîð, êîòîðûé 
äåëàåòñÿ, æ¸ñòêî ñâÿçàí ñî âñåé ëî-
ãèêîé äàííîãî ñïîñîáà èçëîæåíèÿ. 

Ñ áîëåå áëèçêîé íàì ïîçèöèè 
÷åëîâåêà, îáó÷àþùåãîñÿ ìàòåìàòèêå, 
âñ¸ ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî 
âûðàáîòàòü â ñåáå ïðèâû÷êó òâ¸ðäî 
è òî÷íî ïîìíèòü îïðåäåëåíèÿ âñåõ 
èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé. ×òîáû ðàññóæ-
äàòü óâåðåííî, íåäîñòàòî÷íî «â îá-
ùåì-òî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå», ÷òî ýòî 
òàêîå. Ïðèáëèçèòåëüíîå çíàíèå ÷àñ-
òî ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì îøèáîê. 
Ìíîãî ëè òîëêó, åñëè âû â îáùèõ 
÷åðòàõ ïðåäñòàâëÿåòå ñåáå ÷åé-
íèáóäü íîìåð òåëåôîíà? Êðîìå òîãî, 
åñëè âû èçó÷àåòå ïðåäìåò, ñëåäóÿ 
êàêîìó-òî åãî èçëîæåíèþ, íóæíî 
èñïîëüçîâàòü èìåííî òå îïðåäåëå-
íèÿ, êîòîðûå òàì äàþòñÿ, à íå çàìå-
íÿòü èõ ïðîèçâîëüíî íà äðóãèå, õîòÿ 
áû è ðàâíîñèëüíûå. 

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàçáåð¸ì, êà-
êèå áûâàþò âèäû îïðåäåëåíèé. Ïðè-
âåä¸ííîå â íåé äåëåíèå íà âèäû íå 
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ÷¸òêîå. 
Ãðàíèöû ìåæäó âèäàìè ðàñïëûâ÷à-
òû, òàê êàê èíîãäà òðóäíî ñ óâåðåí-
íîñòüþ îòíåñòè êàêîå-òî îïðåäåëå-
íèå ê îäíîìó îïðåäåë¸ííîìó âèäó. 
Òåì íå ìåíåå, òàêîå äåëåíèå èìååò 
ñìûñë. 

1. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé. Íàèáî-
ëåå ïðîñòîé è ðàñïðîñòðàí¸ííûé 
âèä îïðåäåëåíèé ðèìëÿíå õàðàêòå-
ðèçîâàëè ñëîâàìè «per genus 
proxima et differentia specifica». (Ìû 
áóäåì êîðîòêî ïèñàòü GPDS.) Â ïå-
ðåâîäå ýòà ôðàçà îçíà÷àåò «÷åðåç 
áëèæàéøèé ðîä è ñïåöèôè÷åñêèå 
îòëè÷èÿ». Åñëè âû îïðåäåëÿåòå îáú-
åêò òàêèì îáðàçîì, âû íàõîäèòå 
ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, åãî ñîäåðæà-
ùåå, ðàíåå óæå îïðåäåë¸ííîå è 
èìåþùåå íàçâàíèå. Ýòî – «ðîä». Íà-

ïðèìåð, äàâàÿ îïðåäåëåíèå êâàäðà-
òà, âû çàìå÷àåòå, ÷òî ýòî – ÷àñòíûé 

âèä ïðÿìîóãîëüíèêà, è ãîâîðèòå: 
«Êâàäðàò – ýòî ïðÿìîóãîëüíèê...». 

Ýòîãî, êîíå÷íî, íåäîñòàòî÷íî, íå 
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êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê – êâàäðàò. 

Íóæíî óêàçàòü «ñïåöèôè÷åñêèå îò-
ëè÷èÿ», âûäåëÿþùèå êâàäðàòû èç 
îñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íàïðè-
ìåð, ñêàçàòü: «Ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, 
âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû.» 

Êîíå÷íî, íåëüçÿ è íå íóæíî òðå-
áîâàòü, ÷òîáû ðîäîâîå ïîíÿòèå áûëî 
èìåííî áëèæàéøèì. Íåÿñíî, ÷òî òà-
êîå «áëèæàéøåå», è êòî ìîæåò ïî-
ðó÷èòüñÿ, ÷òî âûáðàííîå èì – òî÷íî 

áëèæàéøåå. Ìîæåò áûòü, êâàäðàò – 

ýòî ðîìá, ó êîòîðîãî äèàãîíàëè ðàâ-
íû. Âïîëíå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 
êâàäðàò – ýòî ÷åòûð¸õóãîëüíèê, ó 

êîòîðîãî âñå óãëû ïðÿìûå è âñå ñòî-
ðîíû ðàâíû. È îòñþäà áóäåò ñëåäî-
âàòü, ÷òî îí è ïàðàëëåëîãðàìì, è 
ïðÿìîóãîëüíèê, è ðîìá. 

2. Îïðåäåëåíèå ïîñòðîåíèåì 

îáúåêòà. Îïðåäåëåíèÿ GPDS î÷åíü 
õîðîøè, íî, ê ñîæàëåíèþ, íå äëÿ 
êàæäîãî íîâîãî ïîíÿòèÿ óäà¸òñÿ ïî-
äûñêàòü ðîäîâîå ïîíÿòèå. Ìîæåò 
áûòü, åãî âîâñå íå ñóùåñòâóåò, èëè 
åãî íå ñóùåñòâóåò ïðè òåïåðåøíåì 
ñîñòîÿíèè íàóêè, èëè òàêîå ïîíÿòèå 
ñóùåñòâóåò, íî ïðè âûáðàííîì ñïî-
ñîáå èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà íå ñ÷è-
òàåòñÿ èçâåñòíûì. Ïîýòîìó äîëæíû 
èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèå âèäû îïðå-
äåëåíèé, â ÷àñòíîñòè, íîâûé îáúåêò 
ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç óæå èç-
âåñòíûõ îáúåêòîâ. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì 
îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà. 
Åñëè ñïðîñèòü ó÷åíèêà, êîí÷àþùåãî 
øêîëó, ÷òî ýòî òàêîå, îí óâåðåííî 
ïðîèçíåñ¸ò: «Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî – 

ýòî ÷èñëî âèäà p/q, ãäå ð – öåëîå, à 

q – íàòóðàëüíîå». Âûãëÿäèò, êàê 

îïðåäåëåíèå GPDS, íî òîëüêî âû-
ãëÿäèò. Íåò îáùåãî îïðåäåëåíèÿ 
÷èñëà âîîáùå. Åñòü, êîíå÷íî, âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, è, èìåÿ èõ â âèäó, 
ñëåäîâàëî áû ñêàçàòü: «Âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî...». Íî â ñòàíäàðòíîì èç-
ëîæåíèè â òîò ìîìåíò, êîãäà ââî-
äèòñÿ îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîãî 
÷èñëà, âåùåñòâåííûå ÷èñëà åù¸ íå 

îïðåäåëåíû. Òàê ÷òî è ýòî íå ãîäèò-
ñÿ. Õîðîøî, çàáóäåì ýòî. «Öåëîå» è 
«íàòóðàëüíîå» – ïîíÿòíî, íî âîò 

çíàê «/» – ýòî ÷òî òàêîå? Òàêîé âî-

ïðîñ ñòàâèò â òóïèê. Åñòåñòâåííàÿ 
ïîïûòêà âûéòè èç çàòðóäíåíèÿ: 
«Ýòî çíàê äåëåíèÿ...». Ê ñîæàëåíèþ, 
ïîêà íåò ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íåò è 
äåëåíèÿ öåëîãî íà íàòóðàëüíîå. ×òî 
æå ïîëó÷àåòñÿ? 

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî «/» – ïðîñòî 

çíàê, íå íåñóùèé íèêàêîé èíôîðìà-
öèè, íà ìåñòå êîòîðîãî ñ òåì æå óñ-
ïåõîì ìîãëà áû ñòîÿòü çàïÿòàÿ èëè 

ëþáîé äðóãîé çíàê, íàïðèìåð .◊  Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ðåàëüíî îïðåäåëåíèå 
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ñâîäèòñÿ ê ñëå-
äóþùåìó: «Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî – 

ýòî ïàðà ÷èñåë ,p q◊  èç êîòîðûõ 

ïåðâîå – öåëîå, à âòîðîå – íàòó-

ðàëüíîå». Íîâûé îáúåêò ñêîíñòðóè-
ðîâàí èç óæå èçâåñòíûõ. 

Îäíàêî âñ¸ íå òàê ïðîñòî. Ïàðà 
÷èñåë, è âñ¸? Íèêàêîãî ñìûñëà, òî 
åñòü ñâÿçåé ñ óæå èçâåñòíûìè ôàê-
òàìè è îáúåêòàìè, â íåé íåò. Äëÿ 
òîãî, ÷òîáû ýòà ïàðà â ñàìîì äåëå 
ñòàëà ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, ïîëó-
÷èëà âñå åãî ñâîéñòâà, ïîòðåáóåòñÿ 
åùå öåëûé ðÿä îïðåäåëåíèé, êîòî-
ðûå, ñòðîãî ãîâîðÿ, äîëæíû ñ÷èòàòü-
ñÿ íåîòúåìëåìîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ 
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îñíîâíîãî îïðåäåëåíèÿ. Èìåííî, 
íóæíî  ñêàçàòü,  ÷òî: 

• ×èñëà p q◊  è m n◊  ðàâíû, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå 
÷èñëî à, ÷òî m ap=  è ,n aq=  èëè 

òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ,a′  ÷òî 

,p a m′=  a .q a n′=  

• ×èñëî 1p◊  ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ð.

• Ñóììîé ÷èñåë p q◊  è m n◊

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ( ) .pn qm qn+ ◊  Àíà-

ëîãè÷íî äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà 
ðàçíîñòü. 

Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñåë p q◊  è 

m n◊  íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ,pm qn◊  ÷à-

ñòíûì îò äåëåíèÿ p q◊  íà m n◊  íà-

çûâàåòñÿ ÷èñëî .pn qm◊

• ×èñëî p q◊ áîëüøå ÷èñëà 

,m n◊  åñëè .pn qm>

Ïîñëå òîãî êàê ýòè îïðåäåëåíèÿ 

ââåäåíû, ïàðà ÷èñåë ,p q◊  êàê áû 

ìû å¸ íè îáîçíà÷àëè, ñòàíîâèòñÿ 

ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, à « »◊  – çíà-

êîì äåëåíèÿ. 
Ïðàâèëüíî ëè îïðåäåëåíèå, êî-

òîðîå ïðîèçí¸ñ ó÷åíèê? Ìîæíî ëè 
îïðåäåëèòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî êàê 
«÷èñëî âèäà p/q, ãäå ð – öåëîå, à 

q – íàòóðàëüíîå»? Âñå ïðèâåä¸ííûå 

âûøå äîïîëíåíèÿ, êîíå÷íî, äàþòñÿ è 
õîðîøî èçâåñòíû øêîëüíèêó. Òàê 
÷òî îïðåäåëåíèå íå íåïðàâèëüíîå, à 
ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè íåóäà÷íî 
ñôîðìóëèðîâàííîå. Îäíàêî ïîìèìî 
ëîãèêè, âàæíà è ïåäàãîãèêà. Åñëè 
ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå íà÷èíàòü ñ 
èçëîæåíèÿ âñåõ ïîäðîáíîñòåé, òî 
ýòî âûçîâåò íåíóæíûå çàòðóäíåíèÿ. 
È äàæå ñëîâî «÷èñëî» âïîëíå óìå-
ñòíî: õîòÿ îïðåäåëåíèÿ è íåò, îáùåå 
ïðåäñòàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ýòèì 
ñëîâîì, ó ó÷åíèêîâ åñòü. È íà òàêîì 
óðîâíå ýòîãî äîñòàòî÷íî. ×òî êàñàåò-
ñÿ ÷èòàòåëÿ æóðíàëà «Ïîòåíöèàë», 
òî îí óæå äîñòèã òîãî âîçðàñòà è 
ðàçâèòèÿ, êîãäà ñòîèò ïîñìîòðåòü íà 
äåëî íåñêîëüêî ãëóáæå. 

Îïðåäåëåíèÿ ïîñòðîåíèåì îáú-
åêòà â ó÷åáíûõ êóðñàõ âñòðå÷àþòñÿ 
íåðåäêî: îïðåäåëåíèå âåêòîðà, îïðå-
äåëåíèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ïðè ïî-
ìîùè áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðî-
áåé... È îáû÷íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé ôîðìó-
ëèðóåòñÿ îòäåëüíî, à íå êàê ñîñòàâíàÿ 
÷àñòü îñíîâíîãî îïðåäåëåíèÿ. 

3. Îïðåäåëåíèå ïåðå÷èñëåíèåì

óñëîâèé. Ýòîò âèä îïðåäåëåíèé 
î÷åíü ïîõîæ íà îïðåäåëåíèÿ GPDS. 
Çäåñü «ñïåöèôè÷åñêèå îòëè÷èÿ» 
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð óñëîâèé, 
êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îï-
ðåäåëÿåìûé îáúåêò, è ïðèìåíåíèþ 
òàêîãî îïðåäåëåíèÿ äîëæíî ïðåäøå-
ñòâîâàòü èññëåäîâàíèå ýòèõ óñëîâèé. 
Ïîýòîìó ìû è âûäåëÿåì ýòè îïðåäå-
ëåíèÿ. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äàäèì åù¸ 
ðàç îïðåäåëåíèå êâàäðàòà. Îíî ìî-
æåò áûòü òàêèì. ×åòûðå ðàçëè÷íûõ 

îòðåçêà â ïëîñêîñòè: 1 1 1, ,AA BB CC

è 1DD  ñîñòàâëÿþò êâàäðàò, åñëè

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 

1. 1 ,A B= 1 ,B C= 1C D= è 1 ,D A=

2. 1 1 1 1 ,AA BB CC DD= = =  

3. Óãîë ABC – ïðÿìîé.

×òî çäåñü íåÿñíîãî, è êàêîå 
íóæíî èññëåäîâàíèå óñëîâèé? Ïðå-
æäå âñåãî íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî 
óñëîâèÿ íå ïðîòèâîðå÷èâû. Åñëè îíè 
çàäàíû ïðîèçâîëüíî (à èìåííî òàê ñ 
òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè äåëî è îáñòî-
èò), òî óñëîâèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðî-
òèâîðå÷èâûìè. Çàìåíèì, íàïðèìåð, 
óñëîâèå 3 óñëîâèåì: 

3 .′  Óãëû ABC è BCD ðàâíû ïî 

/3.π

Ïîñêîëüêó èç âòîðîãî óñëîâèÿ 
ñëåäóåò, ÷òî ABCD – ïàðàëëåëî-

ãðàìì, ñóììà ýòèõ óãëîâ äîëæíà 

áûòü ðàâíà ,π  è óñëîâèå 3′  âûïîë-

íåíî áûòü íå ìîæåò. Òàê ÷òî âî-
ïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè – íå 

ïðàçäíûé. 
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Íàòóðàëüíûå ÷èñëà
§ 1. Àêñèîìû 

Ìû ñ÷èòàåì çàäàííûì: íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âå-
ùåé, íàçûâàåìûõ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ñ ïåðå÷èñëÿåìûìè íèæå ñâîé-
ñòâàìè, íàçûâàåìûìè àêñèîìàìè. Ïðåäïîøë¸ì ôîðìóëèðîâêå àêñèîì íå-
ñêîëüêî çàìå÷àíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê óïîòðåáëÿåìûì íàìè ñèìâîëàì =  è 

.≠  Ñòðî÷íûå ëàòèíñêèå áóêâû îáîçíà÷àþò â ýòîé êíèãå âñþäó, ãäå íå 
îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Åñëè çàäàíî õ è çàäàíî ó, òî 
ëèáî õ è ó – îäíî è òî æå ÷èñëî; ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå x y=

( =  ÷èòàåòñÿ: ðàâíî); ëèáî õ è ó – íå îäíî è òî æå ÷èñëî; ýòî ìîæíî çà-

ïèñàòü òàêæå â âèäå x y≠  (≠  ÷èòàåòñÿ: íå ðàâíî).  

Îòñþäà ÷èñòî ëîãè÷åñêè âûòåêàåò: 
1) x x=  äëÿ êàæäîãî õ. 

2) Èç x y= ñëåäóåò .y x=  

Óñëîâèÿ íåïðîòèâîðå÷èâû, åñëè 
ñóùåñòâóåò îáúåêò, èì óäîâëåòâî-
ðÿþùèé. Ëó÷øèé ñïîñîá äîêàçàòü 
ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòà – ýòî óêà-

çàòü, ïîñòðîèòü òàêîé îáúåêò. Íàøà 
óâåðåííîñòü â ñóùåñòâîâàíèè êâàä-
ðàòîâ êàê ðàç è ïîçâîëÿåò íå áåñïî-
êîèòüñÿ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïðè-
âåä¸ííîãî îïðåäåëåíèÿ. 

Òàêèì ñïîñîáîì íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòü áîëüøåé ÷àñòüþ è ïðîâåðÿåò-
ñÿ, õîòÿ èíîãäà è ïðèáåãàþò ê ðàñ-
ñóæäåíèÿì, íåÿâíî äîêàçûâàþùèì 
ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòà. 

Âîò åù¸ ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ, 
êîòîðîå ìîæíî îòíåñòè è ê îïðåäå-
ëåíèÿì GPDS, è ê îïðåäåëåíèÿì 
ïðè ïîìîùè óñëîâèé. 

Ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè íà-
çûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîé êðóã, âíóòðè êîòîðîãî 
ëåæàò âñå òî÷êè ìíîæåñòâà. 

Çäåñü ÷¸òêî âèäíîå ðîäîâîå ïî-
íÿòèå è îäíî ïðîñòîå óñëîâèå, íå-
ïðîòèâîðå÷èâîñòü êîòîðîãî î÷å-
âèäíà. Ýòîò ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò 
ðàñïëûâ÷àòîñòü ãðàíèö ìåæäó 
îïèñàííûìè çäåñü êëàññàìè îïðå-
äåëåíèé. 

4. Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä. Åñ-
ëè íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ 
íà÷èíàåòñÿ «ñ ÷èñòîãî ëèñòà», òî 
ïî êðàéíåé ìåðå ôîðìàëüíî èçó-
÷àþùåìó   íåèçâåñòíî   íè÷åãî,   è  

÷òî-ëèáî îïðåäåëÿòü íå÷åì. Âûõîä 

ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè àêñèîìà-

òè÷åñêîãî ìåòîäà. Êëàññè÷å-
ñêèé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýòîãî 
ìåòîäà – îïðåäåëåíèå íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë. 
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, íå ñóùå-

ñòâóåò îáùåãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà 
âîîáùå, à âñå êëàññû ÷èñåë ìîãóò 
ñòðîèòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, êàæ-
äûé ñëåäóþùèé íà îñíîâå ïðåäû-
äóùåãî: öåëûå ÷èñëà ñòðîÿòñÿ ïî 
íàòóðàëüíûì, ðàöèîíàëüíûå – ïî 

öåëûì (êàê ìû âèäåëè âûøå), âå-
ùåñòâåííûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ 
ïðè ïîìîùè ðàöèîíàëüíûõ, êîì-
ïëåêñíûå – ïðè ïîìîùè âåùåñò-

âåííûõ. Ìîæíî ïî ýòîìó ïóòè äâè-
ãàòüñÿ è äàëüøå... Êàê æå îïðåäå-
ëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà? 

Êàê ýòî íè ïàðàäîêñàëüíî çâó-
÷èò, ïî ñóùåñòâó, íèêàê. Íå äåëà-
åòñÿ ïîïûòîê îáúÿñíèòü, ÷òî ýòî 
òàêîå, à òîëüêî ïåðå÷èñëÿþòñÿ èõ 
îñíîâíûå ñâîéñòâà. Óòâåðæäåíèÿ, 
îïèñûâàþùèå ýòè ñâîéñòâà, íàçû-
âàþòñÿ àêñèîìàìè. 

Íèæå ÿ ïîëíîñòüþ ïðèâåäó ïåð-
âûé ïàðàãðàô ñ àêñèîìàìè íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë èç êíèãè «Îñíîâû 
àíàëèçà» íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Ýä-
ìóíäà Ëàíäàó, ïîòîìó ÷òî íå áåðóñü 
ñêàçàòü ëó÷øå. 
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3) Èç x y=  è y z=  ñëåäóåò .x z=  

Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü âèäà ,a b c d= = =  ïîä êîòîðîé íåïîñðåäñòâåííî 

ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëèøü, ÷òî ,a b=  ,b c= ,c d=  îçíà÷àåò, êðîìå òîãî, ÷òî, 

íàïðèìåð, ,a c=  ,a d=  .b d= (Ñîîòâåòñòâóþùèå çàìå÷àíèÿ îòíîñÿòñÿ è ê

àíàëîãè÷íûì çàïèñÿì â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.) Ìû ïðèíèìàåì òåïåðü, ÷òî 
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. 

Àêñèîìà 1. 1 åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî.  

Ò. å. íàøå ìíîæåñòâî íå ïóñòî; îíî ñîäåðæèò âåùü, èìåíóåìóþ 1 (÷è-
òàåòñÿ: åäèíèöà). 

Àêñèîìà 2. Äëÿ êàæäîãî õ èìååòñÿ òî÷íî îäíî íàòóðàëüíîå 

÷èñëî, íàçûâàåìîå åãî ïîñëåäóþùèì è îáîçíà÷àåìîå .x′  

Åäèíñòâåííîñòü ïîñëåäóþùåãî ÷èñëà îçíà÷àåò, ÷òî èç x y=  ñëåäóåò 

.x y′ ′=  

Ïðè çàïèñè ïîñëåäóþùèõ äëÿ ÷èñåë õ, çàäàííûõ íå â âèäå îäíîé áó-
êâû, ìû áóäåì, âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû, çàêëþ÷àòü ïîñëåäíèå â ñêîáêè. 
Àíàëîãè÷íî ìû áóäåì ïîñòóïàòü âî âñåé êíèãå è ïðè çàïèñè âûðàæåíèé 

,x y+ ,xy  ,x y− ,x− yx  è ò. ï.

Àêñèîìà 3. Âñåãäà 1.x′ ≠  

Ò. å. 1 íå ñëóæèò ïîñëåäóþùèì íè äëÿ êàêîãî ÷èñëà.  

Àêñèîìà 4. Èç x y′ ′=  ñëåäóåò .x y=  

Ò. å. êàæäîå ÷èñëî ëèáî âîâñå íå ñëóæèò ïîñëåäóþùèì íè äëÿ êàêîãî 
÷èñëà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäóþùèì òîëüêî äëÿ îäíîãî ÷èñëà. 

Àêñèîìà 5 (àêñèîìà èíäóêöèè). Ïóñòü Ì – ìíîæåñòâî íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 

1) 1 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ì.

2) Åñëè õ ïðèíàäëåæèò Ì, òî è x′  ïðèíàäëåæèò Ì. Òîãäà Ì
ñîäåðæèò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. 

Ïðèâåä¸ííûå òóò ïÿòü àêñèîì 
íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè Ïåàíî ïî 
èìåíè èòàëüÿíñêîãî ìàòåìàòèêà 
Äæóçåïïå Ïåàíî. 

Ìû âèäèì, ÷òî òóò íå èä¸ò ðå÷ü 
î òîì, èñòèííû ëè óòâåðæäåíèÿ â 
àêñèîìàõ – ýòî òîëüêî ïðåäïîëîæå-

íèÿ. Åñëè îíè âåðíû, òî âåðíû è âñå 

òåîðåìû, êîòîðûå èç íèõ ñëåäóþò. È 
òîëüêî. 

Ïðèìåíÿÿ àêñèîìàòè÷åñêèé ìå-
òîä, ìû ðàññìàòðèâàåì êàêîå-òî îñ-
íîâíîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ è ïåðå-
÷èñëÿåì ñâîéñòâà åãî ýëåìåíòîâ, íî 
òîëüêî òå ñâîéñòâà, ÷òî áóäóò íóæ-
íû äëÿ òîé òåîðèè, êîòîðóþ ñîáèðà-
åìñÿ ðàçâèâàòü. Ïðè ýòîì ìàëî ëè 
êàêèå îáúåêòû ìîãóò îáëàäàòü ýòè-
ìè ñâîéñòâàìè – ìû íå èìååì íèêà-

êèõ ñâåäåíèé îá ýëåìåíòàõ îñíîâíî-
ãî ìíîæåñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, 
êîòîðûå ïåðå÷èñëåíû â àêñèîìàõ. 

Ïóñòü êàêèì-òî îáðàçîì, íåçàâè-
ñèìî îò äàííîé ñèñòåìû àêñèîì, îï-
ðåäåëåíî ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êî-
òîðîãî òàêîâû, ÷òî óäîâëåòâîðÿþò 
âñåì àêñèîìàì. Òàêîå ìíîæåñòâî 

íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé èëè ìîäå-
ëüþ äëÿ äàííîé ñèñòåìû àêñèîì. 

Ñèñòåìà àêñèîì íàçûâàåòñÿ íå-
ïðîòèâîðå÷èâîé èëè ñîâìåñòíîé, 

åñëè ó íå¸ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà 
ðåàëèçàöèÿ. 

Äëÿ îäíîé ñèñòåìû àêñèîì âîç-
ìîæíî ìíîãî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷-
íûõ ìîäåëåé. Ïóñòü åñòü äâå ìîäåëè. 
Åñëè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ 
ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíî-
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çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì 
ñîõðàíÿþòñÿ âñå îòíîøåíèÿ ìåæäó 
ýëåìåíòàìè, óñòàíîâëåííûå àêñèî-
ìàìè, òî òàêèå ìîäåëè íàçûâàþòñÿ 

èçîìîðôíûìè (ïî-ðóññêè ãîâîðÿ, 
èìåþùèìè îäèíàêîâóþ ôîðìó). Íî 
âîçìîæíû è íåèçîìîðôíûå ìîäåëè 
äëÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìû àêñèîì. 

Ðàçóìååòñÿ, êàê áû âû íè çàäà-
âàëè ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùåå ìíî-
æåñòâî è ñâîéñòâà åãî ýëåìåíòîâ, â 
êîíå÷íîì ñ÷¸òå ïðèä¸òñÿ ñîñëàòüñÿ 
íà êàêóþ-òî äðóãóþ ñèñòåìó àêñèîì. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðè-
âåñòè îäíó èç âîçìîæíûõ ñèñòåì 
àêñèîì, îïðåäåëÿþùèõ ãåîìåòðèþ 
íà ïëîñêîñòè – àêñèîìàòèêó, ïðåä-

ëîæåííóþ íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì 
Ãåðìàíîì Âåéëåì. Îíà îòíîñèòåëüíî 
ïðîñòà, ïîòîìó ÷òî èñïîëüçóåò êàê 
èçâåñòíîå ïîíÿòèå âåùåñòâåííîãî 
÷èñëà. 

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ìíîæåñòâà 
Ð è V. Ýëåìåíòû ïåðâîãî èç íèõ Ð 

áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè, ýëåìåíòû 
âòîðîãî – V – âåêòîðàìè. Ìíîæåñòâî 

Ð íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòüþ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå 
àêñèîìû. 

•  Àêñèîìû âåêòîðîâ. Ëþáûì 

äâóì âåêòîðàì x
�

 è y
�

 ñîïîñòàâëåí 

òðåòèé âåêòîð z
�

 (íàçûâàåìûé èõ 

ñóììîé è îáîçíà÷àåìûé ),z x y= +

� � �

 à 

òàêæå ëþáîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñ-

ëó α è ëþáîìó âåêòîðó x
�

 ñîïîñ-

òàâëåí âåêòîð y
�

 (íàçûâàåìûé ïðî-

èçâåäåíèåì x
�

 íà α  è îáîçíà÷àå-

ìûé ).xα

�

 Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü 

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x
�

 è y
�

âûïîëíåíî .x y y x+ = +

� � � �

2. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ,x
�

y
�

 è 

z
�

 âûïîëíåíî ( ) ( ).x y z x y z+ + = + +

� �� � � �

3. Ñóùåñòâóåò âåêòîð 0
�

 (íàçû-

âàåìûé íóëåâûì) òàêîé, ÷òî äëÿ 

ëþáîãî âåêòîðà x
�

 âûïîëíåíî 0 .x x+ =

�

� �

4. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x
�

 ñóùå-

ñòâóåò âåêòîð x−
�

 (íàçûâàåìûé 

ïðîòèâîïîëîæíûì äëÿ )x
�

 òàêîé, 

÷òî ( ) 0.x x+ − =

�

� �

 

5. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x
�

 è y
�

 è 

ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α  âû-

ïîëíåíî ( ) .x y x yα α α+ = +

� � � �

 

6. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë α  è β  è ëþáîãî âåêòîðà x
�

 âû-

ïîëíåíî ( ) .x x xα β α β+ = +

� � �

 

7. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë α è β  è ëþáîãî âåêòîðà x
�

 âû-

ïîëíåíî ( ) ( ).x xαβ α β=

� �

8. Óìíîæåíèå ëþáîãî âåêòîðà x
�

íà 1 íå ìåíÿåò ýòîãî âåêòîðà: 1 .x x⋅ =

� �

• Àêñèîìû ðàçìåðíîñòè. 

1. Äëÿ ëþáûõ òð¸õ âåêòîðîâ ,x
�

y
�

 è z
�

 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà ,α  β  è ,γ  

÷òî 
2 2 2 0,α β γ+ + ≠  à 0.x y zα β γ+ + =

�

�� �

 

2. Íàéäóòñÿ òàêèå äâà âåêòîðà

x
�

 è ,y
�

 ÷òî ðàâåíñòâî 0x yα β+ =

�

� �

âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå 0.α β= =

• Àêñèîìû èçìåðåíèÿ äëèí è 

óãëîâ. Ëþáûì äâóì âåêòîðàì x
�

 è y
�

 

ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî, íàçûâàåìîå èõ 

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è îáî-

çíà÷àåìîå ,x y⋅
� �

 òàêèì îáðàçîì, ÷òî 

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ è ëþáûõ ÷èñåë: 

1. .x y y x⋅ = ⋅

� � � �

2. ( ) ( ) ( ).x x z x z y zα β α β+ ⋅ = ⋅ + ⋅

�� � �

3. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ,x
�

 íå 

ðàâíîãî 0,
�

 âûïîëíåíî 0.x x⋅ >

� �

• Àêñèîìû òî÷åê. Ëþáûì äâóì 
òî÷êàì À è Â ñîïîñòàâëåí åäèíñò-

âåííûé âåêòîð, îáîçíà÷àåìûé AB
����

 

òàêèì îáðàçîì, ÷òî: 
1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè À è ëþáîãî

âåêòîðà x
�

 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ 

òî÷êà Â òàêàÿ, ÷òî .AB x=

����

�

 

2. Äëÿ ëþáûõ òð¸õ òî÷åê À, Â è Ñ

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî .AB BC AC+ =

���� ���� ����
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Ýòèõ àêñèîì äîñòàòî÷íî äëÿ 
ñòðîãîãî èçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé 
ïëàíèìåòðèè, õîòÿ, êîíå÷íî, ïîòðå-
áóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëå-
íèÿ. Íàïðèìåð, ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî 

äëèíîé îòðåçêà ÀÂ íàçûâàåòñÿ 
÷èñëî  

,AB AB AB= ⋅

���� ����

èëè ÷òî ïðÿìîé ëèíèåé, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè À è 
Â, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê Ì, 

äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò 
âåùåñòâåííîå ÷èñëî α  òàêîå, ÷òî 

.AM ABα=

����� ����

 

Ïðèâåä¸ì åù¸ îäíî ñëåäñòâèå èç 
ïîñëåäíåé àêñèîìû. Äëÿ ëþáûõ ÷å-
òûð¸õ òî÷åê À, Â, Ñ è D ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî: 

.AD AC CD AB BD= + = +

���� ���� ���� ���� ����

Ïîýòîìó AB CD=

���� ����

 òîãäà è òîëüêî 

òîãäà, êîãäà .AC BD=

���� ����

 Ýòî òî, ÷òî 

ïðè ñòàíäàðòíîì èçëîæåíèè âåêòîð-
íîé àëãåáðû íàçûâàåòñÿ îïðåäåëå-
íèåì ðàâåíñòâà âåêòîðîâ. 

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü 
ñèñòåìû àêñèîì Âåéëÿ. 

Ïóñòü ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà 
òî÷åê Ð ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå 
óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ÷èñåë (õ, ó). 

Ñëîâî óïîðÿäî÷åííûå îçíà÷àåò, 

÷òî ïàðû ÷èñåë (õ, ó) è (ó, õ) ñ÷èòà-
þòñÿ ðàçëè÷íûìè. Ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ V – òàêæå ìíîæåñòâî âñåõ 

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë. Ýòè ÷èñ-
ëà ìû, ÷òîáû íå ïóòàòü, îáîçíà÷èì 

ãðå÷åñêèìè áóêâàìè: ( , ).α β  

Ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå 

âåêòîðà íà ÷èñëî λ  îïðåäåëèì 

ôîðìóëàìè: 

1 1 1 1( ) ( ) ( , ),α β α β α α β β+ + + = + +

( , ) ( , ).λ α β λα λβ=

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 
îïðåäåëèì ôîðìóëîé: 

1 1 1 1( , ) ( , ) .α β α β αα ββ⋅ = +

Åñëè òî÷êè À è Â – ýòî ïàðû ÷èñåë 

(õ, ó) è 1 1( , ),x y  òî ïîëîæèì

1 1( , ).AB x x y y= − −

����

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ïåðå-
÷èñëåííûå â àêñèîìàõ ñâîéñòâà 
ñïðàâåäëèâû. Ýòà ìîäåëü ïëîñêîñòè 

ìîæåò áûòü íàçâàíà àðèôìåòè÷å-
ñêîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ. Îíà 

ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ÷èñåë è â 
ïðèíöèïå íèêàê íå ñâÿçàíà íè ñ êà-
êèìè èíòóèòèâíûìè ãåîìåòðè÷åñêè-
ìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. 

Ïðîèñõîæäåíèå îïèñàííîé òóò 
ìîäåëè ñîìíåíèé íå âûçûâàåò. Åñëè 
íà îáû÷íîé ïëîñêîñòè âûáðàòü äå-
êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî êàæ-
äîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþò å¸ êîîðäè-
íàòû (x, ó), è êàæäîìó âåêòîðó – 

åãî êîîðäèíàòû ( , ).α β  Òàêèì îáðà-

çîì, âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò îïðå-
äåëÿåò èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå 
ãåîìåòðè÷åñêîé åâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòè íà àðèôìåòè÷åñêóþ. 

È òóò ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî 
ðàçíèöû ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêîé è 
àðèôìåòè÷åñêîé ïëîñêîñòüþ íåò. 
Îäíàêî ýòî ñîâñåì íå òàê. Íà ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè âñå òî÷êè 
îäèíàêîâû: òî÷êà íå èìååò èíäèâè-
äóàëüíûõ ñâîéñòâ, è âñ¸, ÷òî ìû 
ìîæåì î íåé ñêàçàòü, ñâîäèòñÿ ê å¸ 
ðàñïîëîæåíèþ îòíîñèòåëüíî äðóãèõ 
òî÷åê. Äðóãîå äåëî – àðèôìåòè÷å-

ñêàÿ ïëîñêîñòü. Íà íåé êàæäàÿ òî÷-
êà õîòÿ áû îäíèì äåñÿòè÷íûì çíà-
êîì õîòÿ áû îäíîãî èç ñîñòàâëÿþùèõ 
å¸ ÷èñåë îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé äðóãîé 
òî÷êè, è åñëè ìû âñå òî÷êè àðèôìå-
òè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñëó÷àéíî ïðîñûï-
ëåì íà ïîë, òî ñìîæåì êàæäóþ èç 
íèõ âåðíóòü íà ïðåæíåå ìåñòî. 

Íà àðèôìåòè÷åñêîé ïëîñêîñòè, 
òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû âñå 
ãåîìåòðè÷åñêèå òåîðåìû, íî åñòü è 
òàêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå íà ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïëîñêîñòè íå ìîãóò áûòü 
ñôîðìóëèðîâàíû. Íàïðèìåð, íà 
àðèôìåòè÷åñêîé ïëîñêîñòè ìîæíî 
íàçâàòü òî÷êó (x, ó) öåëî÷èñëåííîé, 
åñëè õ è ó – öåëûå ÷èñëà. Íà ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè ýòî îïðåäå-
ëåíèå ââåñòè ìîæíî òîëüêî, åñëè 
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ôèêñèðîâàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî 
åñòü îòîáðàçèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ 
ïëîñêîñòü íà àðèôìåòè÷åñêóþ. 

5. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü è íåçà-

âèñèìîñòü.    Êàê è äëÿ îïðåäåëåíèé 
ïðè ïîìîùè ïåðå÷èñëåíèÿ óñëîâèé, 
ïðè ïðèìåíåíèè àêñèîìàòè÷åñêîãî 
ìåòîäà âñòà¸ò âîïðîñ î íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè âûäâèíóòûõ òðåáîâà-
íèé – àêñèîì. È òàê æå, êàê è â òîì 

ñëó÷àå, îñíîâíîé ïóòü äîêàçàòåëüñòâà 
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè – ýòî ïîñòðîåíèå 

îáúåêòà, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ýòèì 
òðåáîâàíèÿì, òî åñòü ìîäåëè äëÿ äàí-
íîé ñèñòåìû. Íî ïîëíîãî îòâåòà íà 
ýòîì ïóòè ïîëó÷èòü íåëüçÿ: ìîäåëü 
ñàìà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå êàêîé-òî ñèñ-
òåìû àêñèîì, è ïîòîìó ñóùåñòâîâàíèå 
ìîäåëè ãîâîðèò î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè 
èññëåäóåìîé ñèñòåìû òîëüêî â òîì 
ñëó÷àå, åñëè ìû óâåðåíû, ÷òî ñàìà 
ìîäåëü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ íåïðî-
òèâîðå÷èâîé ñèñòåìû.

Òàê, ðàññìîòðåííàÿ íàìè ìîäåëü 
ñèñòåìû àêñèîì Âåéëÿ ïîñòðîåíà ñ 
ïîìîùüþ ÷èñåë è, â êîíå÷íîì ñ÷¸òå, 
îñíîâûâàåòñÿ íà ñèñòåìå àêñèîì 
Ïåàíî. Âñ¸, ÷òî ìû ìîæåì óòâåð-
æäàòü – ýòî òî, ÷òî àêñèîìû Âåéëÿ 

íåïðîòèâîðå÷èâû, åñëè íåïðîòèâî-
ðå÷èâû àêñèîìû Ïåàíî. 

Âòîðîé âîïðîñ – ýòî âîïðîñ î íåçà-

âèñèìîñòè àêñèîì. Ñèñòåìà àêñèîì 
çàâèñèìà, åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî äî-
êàçàòü ïðè ïîìîùè îñòàëüíûõ. Ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî â õîðîøåé àêñèîìàòè÷åñêîé 
òåîðèè àêñèîìû äîëæíû áûòü íåçàâè-
ñèìû. Îäíàêî ýòî òðåáîâàíèå íå ñòîëü 
êàòåãîðè÷íî, êàê òðåáîâàíèå íåïðîòè-
âîðå÷èâîñòè: òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà 
çàâèñèìîé ñèñòåìå àêñèîì âïîëíå ìî-
æåò ñóùåñòâîâàòü, è íåðåäêî òðåáîâà-
íèåì íåçàâèñèìîñòè ïðåíåáðåãàþò. 

Åñòåñòâåííûé ïóòü èññëåäîâàíèÿ 
íåçàâèñèìîñòè êàêîé-ëèáî àêñèîìû 
îò îñòàëüíûõ òàêîé. Çàìåíèì ýòó 
àêñèîìó íà ïðîòèâîïîëîæíîå óò-
âåðæäåíèå. Åñëè ïîëó÷åííàÿ ñèñòå-
ìà àêñèîì îêàæåòñÿ ïðîòèâîðå÷è-
âîé, èñõîäíàÿ ñèñòåìà áûëà çàâèñè-

ìà, òàê êàê èññëåäóåìàÿ àêñèîìà 
äîêàçàíà ÷åðåç îñòàëüíûå «îò ïðî-
òèâíîãî». Íàîáîðîò, åñëè ïîëó÷åííàÿ 
ñèñòåìà íåïðîòèâîðå÷èâà, òî èññëå-
äóåìàÿ àêñèîìà íåçàâèñèìà îò îñ-
òàëüíûõ. Òàêèì îáðàçîì, èññëå-
äîâàíèå íåçàâèñèìîñòè è èññëåäîâà-
íèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåñíî ñâÿ-
çàíû ìåæäó ñîáîé. 

6. Íåìíîãî èñòîðèè. Â ïåðâîíà-
÷àëüíîé ôîðìå àêñèîìàòè÷åñêèé 
ìåòîä âîçíèê â äðåâíåé Ãðåöèè. 
Äèàëîãè Ïëàòîíà ïîñòðîåíû ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå: «Äàâàé ñíà÷àëà îï-
ðåäåëèì, â ÷¸ì ìû ñîãëàñíû, à ïîñëå 
áóäåì ðàññóæäàòü ëîãè÷åñêè, è ÿ 
ïîêàæó, ÷òî ïðàâ ÿ, à íå òû». Ñ III â. 
äî í. ý. îáðàçöîì ìàòåìàòè÷åñêîé 
ñòðîãîñòè áûëî ñî÷èíåíèå Åâêëèäà 
«Íà÷àëà», â êîòîðîì èç íåìíîãèõ 
àêñèîì âûâîäèëèñü òåîðåìû ãåî-
ìåòðèè. Ïðè ýòîì àêñèîìû ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü êàê íåïîñðåäñòâåííî 
î÷åâèäíûå èñòèíû, «òî, â ÷¸ì ìû 
ñîãëàñíû». 

Îäíàêî êàêèå èìåííî ëîãè÷åñêèå 
ñðåäñòâà ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü, 
íèêàê íå óòî÷íÿëîñü. Êðîìå òîãî, áåç 
îãîâîðîê èñïîëüçîâàëèñü èíòóèòèâ-
íûå ñîîáðàæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ âçà-
èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ è ðàâåíñòâà 
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Îïðåäåëå-
íèÿ òî÷êè, ïðÿìîé ëèíèè è äðóãèõ 
îñíîâíûõ ïîíÿòèé áûëè, ïî ñóùåñò-
âó, îïèñàíèÿìè, íàïðèìåð: «Òî÷êà 
åñòü òî, ÷òî íå èìååò ÷àñòåé». 

Â ïîñëåäóþùèå âåêà ìàòåìàòèêà-
ìè áûëè çàòðà÷åíû çíà÷èòåëüíûå 
óñèëèÿ íà òî, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ, ãäå, 
ïîìèìî àêñèîì, Åâêëèä èñïîëüçîâàë 
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòóèöèþ è íàãëÿä-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, îòñòóïàÿ, òàêèì 
îáðàçîì, îò ÷èñòî ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. 
Ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå ïðèâëåêàëè è 
àêñèîìû. Îäíà èç íèõ – «ïîñòóëàò î 

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ» – âûäåëÿëàñü 

ñëîæíîñòüþ ôîðìóëèðîâêè. È àíòè÷-
íûå ìàòåìàòèêè, è ìàòåìàòèêè àðàá-
ñêîãî ìèðà, à ïîçæå è åâðîïåéñêèå, 
ïðåäïðèíèìàëè ïîïûòêè äîêàçàòü 
ïîñòóëàò Åâêëèäà ñ ïîìîùüþ îñòàëü-
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íûõ àêñèîì. Ïîïûòêè ýòè áûëè áåçðå-
çóëüòàòíû, è ê íà÷àëó XIX â. ïðîôåñ-
ñèîíàëüíûìè ìàòåìàòèêàìè èç êðóï-
íûõ íàó÷íûõ öåíòðîâ áûëè äàâíî îñ-
òàâëåíû. Îäíàêî îáùåå ðàçâèòèå ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìûñëè ïîäãîòîâèëî 
ïðîðûâ â ýòîì íàïðàâëåíèè. 

Âçÿòüñÿ çà ïîïóëÿðíóþ, íî áåç-
íàä¸æíóþ ïðîáëåìó ìîã ëèáî ïðî-
âèíöèàë, ëèáî äèëåòàíò, îòîðâàííûé 
îò àêòóàëüíûõ â òî âðåìÿ âîïðîñîâ. 
È âîò äâà ÷åëîâåêà – ìîëîäîé ïðî-

ôåññîð Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà 
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé è 
(íà íåñêîëüêî ëåò ïîçæå) âåíãåðñêèé 
âîåííûé èíæåíåð ßíîø Áîëüÿè

1
 â 

äâàäöàòûõ ãîäàõ XIX â. íåçàâèñè-
ìî äðóã îò äðóãà ïðèøëè ê ìûñëè î 
òîì, ÷òî ïîñòóëàò î ïàðàëëåëüíûõ íå-
çàâèñèì îò îñòàëüíûõ àêñèîì. Ïîñòó-
ëàò çàìåíèëè ïðîòèâîïîëîæíûì óò-
âåðæäåíèåì, ñòàëè èñêàòü ïðîòèâîðå-
÷èå è íå íàøëè. Í.È. Ëîáà÷åâñêèé 
ïðîäâèíóëñÿ ïî ýòîìó ïóòè ãîðàçäî 
äàëüøå: îí ïîñòðîèë ãåîìåòðèþ, êîòî-
ðàÿ íå ìåíåå ðàçâèòà è êðàñèâà, ÷åì 
åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Ïîñëå ýòîãî â ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðîòèâîðå÷èÿ ïîâåðèòü 
áûëî òðóäíî, íî äîêàçàòåëüñòâà íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè íå áûëî. 

Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî, êîòîðóþ îí 
îïóáëèêîâàë ïîä íàçâàíèåì «Âîîáðà-
æàåìàÿ ãåîìåòðèÿ», ìàëî ïîõîæà íà 
åâêëèäîâó. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è íå äî-
ïóñêàþùèé ñîìíåíèé íå òîëüêî ó øèðî-
êîé ïóáëèêè, íî è ñðåäè ìàòåìàòèêîâ, 
âçãëÿä íà àêñèîìû êàê íà íåçûáëåìûå 
èñòèíû, âûçâàëè ïîëíîå íåïðèÿòèå ðà-
áîò Ëîáà÷åâñêîãî. Ó÷¸íûå íå õîòåëè åãî 
ñëóøàòü, åãî îñâèñòûâàëè íà äîêëàäàõ è 
îñìåèâàëè â ãàçåòàõ. Ïîíàäîáèëàñü âñÿ 
ñèëà åãî íåçàóðÿäíîãî õàðàêòåðà äëÿ 
òîãî, ÷òîáû ïðîäîëæàòü ðàáîòàòü è ïðî-
ïàãàíäèðîâàòü ñâîè ðàáîòû. 

Âåäóùèé ìàòåìàòèê òîãî âðåìå-
íè Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ ïðèø¸ë ê 
òåì æå èäåÿì, íî ïîáîÿëñÿ èõ îïóá-
ëèêîâàòü. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî Ãà-

óññ ñ ïîõâàëîé îòçûâàëñÿ î ðàáîòàõ 
Áîëüÿè è Ëîáà÷åâñêîãî. Ýòè îòçûâû 
ïîìîãëè Ëîáà÷åâñêîìó, îäíàêî åãî 
íåäîìîëâêè â áîëüøîé ìåðå îïðåäå-
ëèëè òðàãè÷åñêóþ ñóäüáó Áîëüÿè. 

Í.È. Ëîáà÷åâñêèé íå äîæèë äî 
ïðèçíàíèÿ ñâîèõ èäåé. Êîãäà ïîñëå 
ñìåðòè Ãàóññà åãî àðõèâû áûëè 
îïóáëèêîâàíû, ìíîãèå ìàòåìàòèêè 
ïðèíÿëèñü çà ðàáîòó, è ðåçóëüòàò íå 
çàñòàâèë ñåáÿ æäàòü. Â 1868 ã. 
èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Ýóäæåíèî 
Áåëüòðàìè ïîñòðîèë ìîäåëü àêñèî-
ìàòèêè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ 
ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî âûáðàííîé 
ïîâåðõíîñòè â òð¸õìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âñêîðå ïîñëå-
äîâàëè è áîëå ñîâåðøåííûå ìîäåëè, 
ñîçäàííûå Ôåëèêñîì Êëåéíîì è 
Àíðè Ïóàíêàðå. Ýòè ìîäåëè ïîêà-
çàëè, ÷òî ñèñòåìà àêñèîì ïëîñêîñòè 
Ëîáà÷åâñêîãî íåïðîòèâîðå÷èâà, åñ-
ëè íåïðîòèâîðå÷èâà ñèñòåìà àêñèîì 
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Êàçàëîñü áû, 
âîïðîñ ìîæíî áûëî çàêðûòü. Íî ñàì 
ïî ñåáå âñòàë âîïðîñ î íåïðîòèâî-
ðå÷èâîñòè ñèñòåìû àêñèîì åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè... Îêîí÷àòåëüíûé 
âèä àêñèîìàòèêå åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè ïðèäàë Äàâèä Ãèëüáåðò â 
1899 ã. Îí ïîêàçàë, ÷òî åãî àêñèîìû 
íåïðîòèâîðå÷èâû, åñëè íåïðîòèâî-
ðå÷èâû àêñèîìû Ïåàíî. Èìåííî 
Ãèëüáåðò ïðèäàë àêñèîìàòè÷åñêîìó 
ìåòîäó ñîâðåìåííûé âèä, îïèñàíèÿ 
êîòîðîãî ìû òîëüêî êîñíóëèñü. 

Íà÷àâøååñÿ ñ ðàáîò Ëîáà÷åâñêîãî 
èçó÷åíèå ëîãè÷åñêèõ îñíîâàíèé ãåî-
ìåòðèè ïðèâåëî ê äëèâøåìóñÿ âñþ 
ïîñëåäíþþ òðåòü XIX è çíà÷èòåëü-
íóþ ÷àñòü XX â. ïåðåñìîòðó îñíîâà-
íèé âñåé ìàòåìàòèêè è ïîëíîñòüþ 
èçìåíèëî å¸ ëèöî. Ðàáîòà Ëîáà÷åâñêî-
ãî íà ôîíå ýòîãî ãèãàíòñêîãî òðóäà 
âûãëÿäèò íåáîëüøîé. Íî îí îáíàðó-
æèë òðåùèíó â ñòàðîì ôóíäàìåíòå, 
âûçâàâøóþ ïåðåñòðîéêó âñåãî çäàíèÿ. 

1 
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