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Âñåãäà ëè íóæíà ïðîèçâîäíàÿ? 

Ìîæíî ëè îáîéòèñü áåç ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ î ñâîéñòâàõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêàì êâàäðàòíûõ òð¸õ÷ëåíîâ 
(ïàðàáîëàì)? Ìîæíî, íî ýòî òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êà-
ñàòåëüíîé. Â ñòàòüå äà¸òñÿ òàêîå îïðåäåëåíèå è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìå-
ðû ðåøåíèÿ çàäà÷.

Â êóðñå ãåîìåòðèè êàñàòåëüíîé ê 
îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, êî-
òîðàÿ èìååò ñ íåé ðîâíî îäíó îáùóþ 
òî÷êó. 

Ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå òàêîãî 
îïðåäåëåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíîé ê 
ãðàôèêó ôóíêöèè íåâîçìîæíî. Òàê, 

íàïðèìåð,  ïðÿìàÿ 0x =  è ïàðàáîëà 

2y x=  èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ 

òî÷êó, íî ñ÷èòàòü êàñàòåëüíîé ýòó 
ïðÿìóþ, êîíå÷íî, íåëüçÿ. Ñ äðóãîé 
ñòîðîíû, ïðèìåð ñèíóñîèäû ïîêàçûâà-
åò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ìîæåò èìåòü äàæå 
áåñêîíå÷íî ìíîãî îáùèõ òî÷åê ñ ãðà-

ôèêîì ôóíêöèè: ïðÿìàÿ 1y =  ÿâëÿåò-

ñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó sin .y x=   

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå 

(ðèñ. 1): êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó 

êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà (ïàðàáîëå) 
2( ) ,f x ax bx c= + + 0a ≠  íàçûâàåòñÿ 

òàêàÿ ïðÿìàÿ âèäà ,y kx d= +  êîòî-

ðàÿ èìååò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó 
ñ ýòèì ãðàôèêîì.  

Ðèñ. 1 

×òîáû íàéòè óðàâíåíèå êàñà-
òåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 

2( ) ,f x ax bx c= + + 0a ≠  â òî÷êå 

0 0( , ),x y  ðàññìîòðèì ïðÿìóþ y =

0 0( ) ,k x x y= − +  êîòîðàÿ ñîäåðæèò

ýòó òî÷êó. Ïî îïðåäåëåíèþ êàñà-

òåëüíîé óðàâíåíèå 2ax bx c+ + =

0 0( )k x x y= − +  èìååò òîëüêî îäèí 

êîðåíü 0,x x=  è ïîýòîìó 

2
0 0( )ax b k x c kx y+ − + + − =
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2 2 2
0 0 0( ) 2a x x ax ax x ax= − = − + .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû, íàé-

ä¸ì, ÷òî 02 .b k ax− = −  Òàêèì îáðà-

çîì, èñêîìîå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé 
èìååò âèä 

0 0 0
2

0 0 0

(2 )( ) ,

.

y ax b x x y

y ax bx c

= + − +

= + +

 (1)  

Ïîä÷åðêí¸ì, ÷òî ïðè òàêîì ïîä-
õîäå ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå êàñà-
òåëüíîé â òî÷êå ãðàôèêà êâàäðàòè÷-
íîãî òð¸õ÷ëåíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ 
ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé. ×èòàòåëü, êî-
òîðûé çíàêîì ñ ïîíÿòèåì ïðîèçâîä-
íîé, ëåãêî óáåäèòñÿ â ïðàâèëüíîñòè 
íàøèõ âûâîäîâ.  

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ 
÷àñòî áûâàåò íåèçâåñòíà òî÷êà ãðà-

ôèêà 0 0( , ),x y  â êîòîðîé ïðÿìàÿ åãî

êàñàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî ïî-
ëåçíî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî 

óðàâíåíèå 
2

0 0( )ax b k x c kx y+ − + + − =

0=  èìååò îäèí êîðåíü òîëüêî â òîì 

ñëó÷àå, êîãäà äèñêðèìèíàíò D ýòîãî 
óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ. 

Çàäà÷à 1. Íàéòè óðàâíåíèå êàñà-
òåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 

20,5 3 1,y x x= − +  îáðàçóþùåé ñ ïðÿ-

ìîé 0y =  óãîë â 45 .�  

Ðåøåíèå. Ïðÿìûå, êîòîðûå îá-

ðàçóþò óãëû â 45�  ñ ïðÿìîé 0y =  

(îñüþ Îõ), ìîãóò áûòü îäíîãî èç 

äâóõ âèäîâ (ðèñ. 2): 1y x d= +  è y =

2.x d= − +  Â ïåðâîì ñëó÷àå óðàâíåíèå 

2
1

2
1

0,5 3 1 0

0,5 4 1 0

x x x d

x x d

− + − − = ⇔

⇔ − − + =

äîëæíî èìåòü òîëüêî îäèí êîðåíü. Ïî-
ýòîìó åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ, òî 

åñòü 114 2 0.D d= + = Îòñþäà 1 7.d = −

Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì: 

2

2

0,5 3 1 0

0,5 2 1 0.

x x x d

x x d

− + + − = ⇔

⇔ − − + =

Ðèñ. 2 

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ 

ðàâåí 22 2 .D d= +  Ïðèðàâíèâàÿ åãî ê 

íóëþ, ïîëó÷èì:

 
2 1.d = −

Îòâåò:

 

7 или 1.y x y x= − = − −

Çàäà÷à 2. Íàéòè óðàâíåíèÿ êàñà-

òåëüíûõ ê ïàðàáîëå 2 5 6,y x x= − +

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó Ì(1, 1). 

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî (1) 2,y =  è 

ïîýòîìó òî÷êà M íå ëåæèò íà ïàðà-
áîëå (ðèñ. 3). 

Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé (êðîìå 

ïðÿìîé 1),x =  ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 

òî÷êó Ì(1, 1), èìååò âèä: ( )1 1.y k x= − +

Òàêàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-
íîé, åñëè äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ   

( )

2

2

5 6 1 0

5 5 0

x x k x k

x k x k

− + − + − = ⇔

⇔ − + + + =
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ðàâåí íóëþ, òî åñòü êîãäà 

( ) ( ) ( )( )
25 4 5 5 1 0.D k k k k= + − + = + + =

Ðèñ. 3 

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøå-

íèÿ: 1 21, 5.k k= − = −  Â ðåçóëüòàòå 

íàõîäèì äâå èñêîìûå êàñàòåëüíûå: 

2 и 5 6.y x y x= − + = − +  

Îòâåò: 2 и 5 6.y x y x= − + = − +  

Çàäà÷à 3. Íàéòè óðàâíåíèå îáùåé 
êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêàì ôóíêöèé 

( )
2

1 4 8f x x x= + +  è ( )
2

2 8 4f x x x= + + . 

Ïðèâåä¸ì äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ 
ýòîé çàäà÷è. 

Ðåøåíèå 1. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî 
óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêàì 

äàííûõ ôóíêöèé 1( )f x  è 2( )f x  â

òî÷êàõ 1 1 1( , ( ))x f x  è 2 2 2( , ( ))x f x  ñî-

îòâåòñòâåííî  èìåþò âèä: 
2

1 1 1 1(2 4)( ) 4 8y x x x x x= + − + + +

è 
 

2
2 2 2 2(2 8)( ) 8 4y x x x x x= + − + + + .

Ïîñêîëüêó ìû èùåì óðàâíåíèå 
îáùåé êàñàòåëüíîé, òî ýòè óðàâíå-
íèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü, òî åñòü 

( )( )

( )( )

2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 4 4 8

2 8 8 4.

x x x x x

x x x x x

+ − + + + ≡

≡ + − + + +

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè  

îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ õ, ïîëó÷àåì 
ñèñòåìó 

1 2
2 2
1 2

2 4 2 8,

8 4.

x x

x x

+ = +⎧⎪

⎨

− + = − +⎪⎩

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì 

1 2x =  è 2 0.x =  Òåïåðü ëåãêî íàõî-

äèì, ÷òî èñêîìàÿ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ 

èìååò óðàâíåíèå: 8 4.y x= +  

Ðåøåíèå 2. Ïðÿìàÿ y kx d= +  áó-

äåò îáùåé êàñàòåëüíîé ê äàííûì ïà-
ðàáîëàì (ðèñ. 4), åñëè êàæäîå èç óðàâ-
íåíèé 

2

2

4 8 0

( 4) 8 0

x x k x d

x k x d

+ + − − = ⇔

⇔ − − + − =

è 

2

2

8  4 0

( 8) 4 0

x x k x d

x k x d

+ + − − = ⇔

⇔ − − + − =

Ðèñ. 4 

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì 
îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñò-
íûõ ÷èñåë k è d èìååì ñèñòåìó 

( ) ( )

( ) ( )

2
1

2
2

4 4 8 0,

8 4 4 0.

D k d

D k d

⎧
= − − − =⎪

⎨

= − − − =⎪
⎩
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Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì 8,k =  4.d =

Îòâåò: 8 4.y x= +

Çàäà÷à 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 

ïàðàìåòðà p ïðÿìàÿ 5y px= −  êàñà-

åòñÿ ïàðàáîëû 
23 4 2?y x x= − −

Ðåøåíèå. Ïðÿìàÿ 5y p x= −  áó-

äåò êàñàòåëüíîé, åñëè óðàâíåíèå  

( )

2

2

3 4 2 5 0

3 4 3 0

x x px

x p x

− − − + = ⇔

⇔ − + + =

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëå-
äîâàòåëüíî,  

( )
2 24 4 3 3 8 20 0.D p p p= + − ⋅ ⋅ = + − =

Îòñþäà 1 2,p =  2 10.p = −  Èòàê, èìå-

þòñÿ äâå êàñàòåëüíûõ ê äàííîé ïà-
ðàáîëå íóæíîãî âèäà (ðèñ. 5). 

Îòâåò:
 { }2, 10 .p −=

Ðèñ. 5 

Çàäà÷à 5. Íàéòè âñå òàêèå òî÷êè 
(a, b) ïëîñêîñòè Îõó, äëÿ êîòîðûõ 
êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó ôóíêöèè 

2y x=  ïåðåñåêàþòñÿ â ýòîé òî÷êå

(a, b)  è ïåðïåíäèêóëÿðíû. 
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, 

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (à, b), èìå-
åò âèä (êðîìå ïðÿìîé ,x a=  êîòîðàÿ 

íàñ íå èíòåðåñóåò) ( ) .y k x a b= − +

Äâå ïðÿìûå 1( ) ,y k x a b= − + y =

2( )k x a b= − +  ïåðïåíäèêóëÿðíû òîëüêî 

òîãäà, êîãäà 1 2 1.k k⋅ = −  Òàê êàê ýòè 

ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè 
(ðèñ. 6), òî êàæäîå èç óðàâíåíèé  

2
1 1

2
2 2

0,

0

x k x k a b

x k x k a b

− + − =

− + − =

èìååò òîëüêî îäèí êîðåíü.  
Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ äèñêðèìèíàí-

òû ýòèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì ñèñòåìó 

2
1 1
2
2 2

4 4 0,

4 4 0,

k k a b

k k a b

⎧ − + =⎪

⎨

− + =⎪⎩

Ðèñ. 6 

êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëà 1k  è

2k  ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ 2 4 4 0.z az b− + = Èç òåî-

ðåìû Âèåòà çàêëþ÷àåì, ÷òî 

1 2 4 .k k b⋅ =

Ïîýòîìó åñëè òî÷êà (a, b) òàêîâà, 
÷òî ÷åðåç íå¸ ìîæíî ïðîâåñòè äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå êàñàòåëüíûå, òî ýòà 
òî÷êà äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ïðÿìîé 

1/4.y = −  Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷åðåç 

ëþáóþ òî÷êó ïðÿìîé 1/4y = −  ïðîõî-

äèò ðîâíî äâå êàñàòåëüíûõ ê ïàðàáîëå 
2y x=  è îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû (ñäå-

ëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).  

Îòâåò: ïðÿìàÿ 1/4.y = −

Математика


