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Íåðàâåíñòâà è òðåóãîëüíèêè 
Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäáîðêà ñâåäåíèé îá ýêñòðåìàëüíûõ 

ñâîéñòâàõ òðåóãîëüíèêîâ. Çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâ. 
×àñòü èç íèõ äà¸òñÿ ñ óêàçàíèÿìè èëè ðåøåíèÿìè. Íåêîòîðûå èç 
ýòèõ çàäà÷ èçâåñòíû óæå ñîòíè ëåò, äðóãèå ïîÿâèëèñü ñðàâíèòåëüíî 
íåäàâíî. Ìíîãèå çàäà÷è ïðåäëàãàëèñü íà ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ 
îëèìïèàäàõ è êîíêóðñàõ. 

Íåêîòîðûì ÷èòàòåëÿì íà ïåðâûé 
âçãëÿä òåìà ýòîé ñòàòüè ïîêàæåòñÿ 
ñòðàííîé, à íàçâàíèå íåëåïûì, òàê 
êàê îáúåäèíÿåò âìåñòå ñîâåðøåííî 
ðàçíûå è äàë¸êèå äðóã îò äðóãà ïî-
íÿòèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ÷àñòü øêîëü-
íèêîâ ñ÷èòàåò, ÷òî àëãåáðà è ãåî-
ìåòðèÿ ñîâåðøåííî ðàçíûå íàóêè è 
íè÷åãî îáùåãî ìåæäó íèìè íåò. Îä-
íàêî ýòî êîíå÷íî íå òàê, è ýòî èçâåñò-
íî âñåì äîñòàòî÷íî õîðîøî çíàþùèì 
ìàòåìàòèêó. Åñòü ìíîãî ïóíêòîâ, â 
êîòîðûõ àëãåáðà ïåðåñåêàåòñÿ ñ 

ãåîìåòðèåé. Îäèí èç íèõ − ýòî ãåîìåò-
ðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà, ò. å. íåðàâåí-
ñòâà ìåæäó ÷èñëîâûìè èçìåðåíèÿìè 
ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. 

Õîòÿ ãåîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà 
äîâîëüíî ñïåöèàëüíàÿ òåìà, êîëè-
÷åñòâî ðàçëè÷íûõ çàäà÷ â íåé î÷åíü 
âåëèêî, è ìû âûáðàëè äëÿ íàøåé 
ñòàòüè äîâîëüíî óçêîå íàïðàâëåíèå. 
Ôàêòè÷åñêè îíà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì 
îá ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâàõ ïðà-
âèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ýòî çíà÷èò, 
÷òî â íåé ñîáðàíû íåðàâåíñòâà, ñâÿ-
çûâàþùèå ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå 

ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà, ïðè÷¸ì ýòè 
íåðàâåíñòâà òî÷íûå, ò. å. îíè îáðàùà-
þòñÿ â ðàâåíñòâà òîëüêî äëÿ ïðà-
âèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîýòîìó 
êàæäîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñîîòâåò-
ñòâóåò íåêîòîðîìó ýêñòðåìàëüíîìó 
ñâîéñòâó òðåóãîëüíèêà, êîòîðûì îá-
ëàäàåò òîëüêî ïðàâèëüíûé òðå-
óãîëüíèê. Â ôîðìóëèðîâêàõ ìû 
îïóñêàåì óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî 
íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà 
òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. 

Âðÿä ëè çäåñü ñîáðàíû âñå òàêèå 
çàäà÷è, íî óäèâèòåëüíî, êàê ìíîãî èõ 
îêàçàëîñü. Ïîýòîìó íåâîçìîæíî ïî-
äðîáíî èçëîæèòü èõ ðåøåíèÿ â îäíîé 
ñòàòüå èç-çà îãðàíè÷åíèé â îáú¸ìå, è 
çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü çàäà÷ îñòàâëåíà 
÷èòàòåëþ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðà-
áîòû. Çàäà÷è ðàñïîëîæåíû â îïðå-
äåë¸ííîì ïîðÿäêå, è ðåøåíèÿ ñëå-
äóþùèõ çàäà÷ ÷àñòî èñïîëüçóþò 
ïðåäûäóùèå, ïîýòîìó è ðåøàòü èõ 
íóæíî â óêàçàííîì ïîðÿäêå. 

Â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ÷àñòî 

òðóäíî óñòàíîâèòü, êòî ïåðâûé 

îïóáëèêîâàë çàäà÷ó èëè å¸ ðåøåíèå, 

Ñåðãåé Áîðèñîâè÷ Ãàøêîâ
Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 

ïðîôåññîð êàôåäðû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè 
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà 

ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà. Ìíîãî ëåò ïðåïîäàâàë 
ìàòåìàòèêó òàêæå â ÔÌØ ¹18 ïðè ÌÃÓ 

(íûíå ÑÓÍÖ ÌÃÓ).
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ïîýòîìó íàøè óêàçàíèÿ íà àâòîðñòâî 
çàäà÷ èëè ðåøåíèé áóäóò ôðàãìåí-

òàðíûìè. Ñëîâî «çàäà÷à» â ôîðìóëè-
ðîâêàõ îïóñêàåì, à çàäà÷è íóìåðóåì. 

Äëÿ êðàòêîñòè ïîä ñëîâîì îòðå-
çîê, ñòîðîíà, ìåäèàíà è ò. ï. ÷àñòî 

áóäåì ïîíèìàòü äëèíó ýòîãî îòðåçêà, 
ñòîðîíû, ìåäèàíû è ò. ä. Îáîçíà÷èì 

ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà a, b, c, îïó-

ùåííûå íà íèõ âûñîòû ha, hb, hc, 

ïðîâåä¸ííûå ê íèì áèññåêòðèñû   

la, lb, lc è ìåäèàíû ma, mb, mc. Ïðî-

òèâîëåæàùèå ýòèì ñòîðîíàì óãëû 

îáîçíà÷èì α = ∠A, β = ∠B, γ  = ∠C. 
Êðàò÷àéøóþ áèññåêòðèñó îáîçíà÷èì 

l, à äëèííåéøóþ − L. Àíàëîãè÷íûå 
îáîçíà÷åíèÿ ââåä¸ì äëÿ âûñîò h, H è 

ìåäèàí m, M. Îáîçíà÷èì òàêæå    

S − ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, p − åãî 

ïîëóïåðèìåòð, R è r − ðàäèóñû 
îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé 

ñîîòâåòñòâåííî. 
Äëèííûå öåïî÷êè íåðàâåíñòâ 

áóäåì íàçûâàòü òåîðåìàìè. 

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 

òðåóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà: 

232
2

( )
3 3

3 3

a b ch h hh
r≤ ≤ ≤

2 2 2
2( )

4 3

ab ac dc a b c
S

+ + − − −

≤ ≤ ≤

2 2 2 2
233 ( )

4 3 3 4 3

p a b c
abc

+ +

≤ ≤ ≤ ≤

23 3
.

4
R≤

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâ ïîíàäîáÿòñÿ 

íåêîòîðûå òîæäåñòâà è íåðàâåíñòâà, 
íåïîñðåäñòâåííî íå ñâÿçàííûå ñ òå-

ìîé ñòàòüè, íî èíòåðåñíûå ñàìè ïî 
ñåáå. 

1. (Áëÿøêå) Äîêàæèòå, ÷òî

h/3≤r. 

2. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

1 1 1 1

a b cr h h h
= + +

è âûâåäèòå èç íåãî íåðàâåíñòâî 

h ≤ 3r. 

3. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

x
2

+ y
2

+ z
2

− xy − xz − yz =

= ((x − y)
2 

+ (x − z)
2
 + (y − z)

2
)/2 

è âûâåäèòå èç íåãî íåðàâåíñòâà 

xy + xz + yz ≤ x
2

+ y
2

+ z
2
,  

3(xy + xz + + yz) ≤ (x + y + z)
2
. 

4. Èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà

âûâåäèòå 

(x + y + z)
2
 ≤ 3(x

2
 + y

2
 + z

2
) 

(÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà ìåæäó 

ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì 
êâàäðàòè÷íûì) è 

3xyz(x + y + z) ≤ (xy + xz + yz)
2
 

(÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâ Ìþð-

õåäà). 

5. Äîêàæèòå îáùåå íåðàâåíñòâî

ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è 

ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì (÷àñòíûé 
ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Êîøè): 

(x1 + ... + xn)
2

≤ n( 2

1x + ... + 2

n
x ).

Óêàçàíèå: 

2 2 2

1 1

2

1

( ... ) ( ... )

( ) .

n n

i j

i j n

n x x x x

x x

≤ ≤ ≤

+ + − + + =

= −∑

6. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

x
3
 + y

3
 + z

3
 − 3xyz = (x + y + z) × 

× ((x − y)
2
 + (x − z)

2
 + (y − z)

2
)/2 

è âûâåäèòå èç íåãî ÷àñòíûé ñëó÷àé 
íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèô-

ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷å-

ñêèì: äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x, y, z 

3xyz ≤ x
3

+ y
3

+ z
3
. 

Ìàòåìàòèêà
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Áîëåå ïðèâû÷íàÿ ôîðìà çàïèñè 
ýòîãî íåðàâåíñòâà: 

3 .
3

x y z
xyz

+ +

≤

7. Âûâåäèòå èç íåðàâåíñòâà 

ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è 
ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì íåðàâåí-

ñòâî ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì 
è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë x, y, z: 

3

27
,

1 1 1

xyz

x y z

≤

⎛ ⎞

+ +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî 

3
3

.
1 1 1

xyz

x y z

≤

+ +

8. Óáåäèòåñü, ÷òî âñå ïðåäûäóùèå

íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà 

òîëüêî ïðè x = y = z. 
Èç óòâåðæäåíèé ïðåäûäóùèõ 

çàäà÷ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ 

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ 

÷èñåë x, y, z 

3

2 2 2

3

1 1 1 3

.
3 3

xy xz yz
xyz

x y z

x y z x y z

+ +

≤ ≤ ≤

+ +

+ + + +

≤ ≤

Ýòè íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ 

÷àñòíûì ñëó÷àåì íåðàâåíñòâ Íüþ-

òîíà−Ìàêëîðåíà, êîòîðûå â ïîëíîì 

âèäå äàëåå íå ïîíàäîáÿòñÿ. 

9. Âûâåäèòå èç íåðàâåíñòâà 

ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è 

ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì íåðàâåí-
ñòâî 

2
233 ( ) .

4 3 3

p
abc ≤  

Â ñëåäóþùèõ ïÿòè çàäà÷àõ 

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü íå-
ìíîãî çíàåò òðèãîíîìåòðèþ.  

10. Åñëè α, β, γ > 0, α + β + γ = 2π,

òî cosα + cosβ + cosγ ≥ −3/2. 

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì åäèíè÷-

íûå âåêòîðû ñ îáùèì íà÷àëîì è óã-

ëàìè α, β, γ  ìåæäó íèìè è âîçâåä¸ì 
èõ ñóììó ñêàëÿðíî â êâàäðàò. Òàê êàê 

ñêàëÿðíûé êâàäðàò ëþáîãî âåêòîðà 
íåîòðèöàòåëåí, òî, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè 

è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî 
ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì: 

3 + 2(cosα + cosβ + cosγ) ≥ 0. 

11. Äîêàæèòå, ÷òî

4p
2

= (a + b + c)
2

≤ 3(a
2

+ b
2

+ c
2
) ≤ 27R

2
. 

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷àÿ α, β, γ óãëû, 
ïîä êîòîðûìè âèäíû èç öåíòðà 
îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñòîðîíû a, b, 
c, è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó êîñèíóñîâ è 
íåðàâåíñòâî 

cosα + cosβ + cosγ ≥ −3/2, 
èìååì: 

a
2

+ b
2

+ c
2

= 2R
2
(3 − cosα + cosβ + cosγ)≤ 

≤ 9R
2
, îòêóäà 

4p
2

= (a + b + c)
2

≤ 3(a
2

+ b
2

+ c
2
) ≤ 27R

2
. 

12. Åñëè α, β, γ ëåæàò â ïðåäåëàõ

îò − π  äî π  è α + β + γ = π, òî 

sinα + sinβ + sinγ ≤ 3 3 / 2.  

Ðåøåíèå. Åñëè îäèí èç óãëîâ 
îòðèöàòåëåí, òî äâà äðóãèå ïîëî-
æèòåëüíû è íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, 

òàê êàê 3 3 / 2 > 2. Ñ÷èòàÿ α, β, γ 

óãëàìè òðåóãîëüíèêà, ðàññìîòðèì 
äðóãîé òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ñòî-
ðîíû âèäíû èç öåíòðà îïèñàííîãî 
âîêðóã íåãî êðóãà ñ åäèíè÷íûì ðà-

äèóñîì ïîä óãëàìè 2α, 2β, 2γ (åñëè 

ñóììà äâóõ èç íèõ ìåíüøå π, òî 
âìåñòî òðåòüåãî óãëà áåð¸ì ñóììó 
îñòàëüíûõ äâóõ), òîãäà åãî ïîëóïå-

ðèìåòð ðàâåí sinα + sinβ + sinγ, è 
îñòà¸òñÿ ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî  

p ≤ 3 3 / 2.  

13. Åñëè α + β + γ = π, òî

4 sinα sinβ sinγ = sin(α + β − γ) +

+ sin(α − β + γ) + sin(β + γ −α). 

Ðåøåíèå. Çàìåíÿÿ 2sinα sinβ íà 

cos(α − β) − cos(α + β), â ôîðìóëå 

(cos(α − β) − cos(α + β)) sinγ 
äâà ðàçà âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå 

ïðîèçâåäåíèÿ 2cosϕsinγ  â ñóììó  

sin(ϕ + γ) − sin(ϕ − γ) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 

sin(α + β + γ) = 0, èìååì: 

Ìàòåìàòèêà
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4 sinα sinβ sinγ = sin(α + β − γ) +  

+ sin(α − β + γ) + sin(β + γ −α). 

14. Åñëè α, β, γ − óãëû òðå-

óãîëüíèêà, òî 

sinα sinβ sinγ ≤3 3 / 8.  

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå äâå 

ïðåäûäóùèå çàäà÷è. 

15. Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ íåðà-

âåíñòâàõ ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü 

ïðè α = β = γ. 

16. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

233 ( ) .
4

S abc≤  

Óêàçàíèå. Ïåðåìíîæèâ ðàâåí-

ñòâà 2S = absinγ, 2S = bñsinα, 2S = 

= acsinβ è ïðèìåíèâ ïðåäûäóùåå 
íåðàâåíñòâî, èìååì: 

8S
3

= (abc)
2
 sinα sinβ sinγ ≤ 

≤ 3(abc)
2

3 / 8.  

17. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

4

abc
S

R
=

è íåðàâåíñòâà 

3 3 ,abc R≤  
23 3
.

4
S R≤

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå ðàâåíñòâà 

2S = absinγ,  c = 2Rsinγ  è  ïðåäû-
äóùóþ çàäà÷ó. 

18. Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ íåðà-

âåíñòâàõ ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü 

ïðè a = b = c. 

19. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî
3

8
.a b c

S
h h h

abc
=

Óêàçàíèå. Ïåðåìíîæüòå ðàâåí-

ñòâà 2S = aha = bhb = chc.  

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Íå-

ðàâåíñòâî h ≤ 3r óæå äîêàçàíî. Íå-

ðàâåíñòâî 

27r
3
 ≤ hahbhc 

ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ 

1 1 1 1

a b cr h h h
= + +

è íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì ãåî-
ìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè÷å-

ñêèì. Âûðàæàÿ ïëîùàäü S ïî ôîð-
ìóëå Ãåðîíà, ïîäñòàâëÿÿ â íå¸ 

âìåñòî p 

(p − a) + (p − b) + (p − c), 

èç íåðàâåíñòâà 

3xyz(x + y + z) ≤ (xy + xz + yz)
2 

âûâîäèì íåðàâåíñòâî: 

4 3S ≤ 2(ab + ac + bc) − a
2

− b
2

− c
2
. 

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãåðîíà 

( )( )( ),S p p a p b p c= − − −  

ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåëè÷èíà

2(ab + ac + bc) − a
2
 − b

2
 − c

2

â 16 ðàç áîëüøå êâàäðàòà ïëîùàäè 

òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè ,a ,b

.c  (Ïðîâåðüòå, ÷òî îí ñóùåñòâóåò!) 

Ïîýòîìó èç äîêàçàííîãî âûøå íåðà-
âåíñòâà 

233 ( )
4

S abc≤

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî 

2 2 2
2( )ab ac bc a b c+ + − − − ≤

( )

2
2

23316 34 3 ( ) .a b c abc
⎛ ⎞

≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Èç òîãî æå íåðàâåíñòâà, ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî 
3

8
,a b c

S
h h h

abc
=  

Ìàòåìàòèêà
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âûâîäèì íåðàâåíñòâî 

23 2

23

( ) 4
.

3 3 ( )

a b ch h h S
S

abc

= ≤

Âñå îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà òåî-
ðåìû óæå áûëè äîêàçàíû âûøå. 

Äîêàæåì åù¸ íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ. 

Òåîðåìà 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 

òðåóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-

ñòâà 

2 2 2

23 2

2 2 2 2 2 2
2

2( )

3 3

3 3

( ) ( )

3 9 3

3 3
.

43 3 4 3

a b a c b c

a b c

a b c a b c

a b c

m m m m m m
S

m m m

m m m m m m

m m m a b c
R

+ +

≤ −

+ +

− ≤

+ +

≤ ≤ ≤

+ + + +

≤ = ≤

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáÿòñÿ 

íåñêîëüêî ôàêòîâ î ìåäèàíàõ. 

20. Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé
ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàä-

ðàòîâ åãî ñòîðîí. 

21. Ìåäèàíû ìîæíî âû÷èñëÿòü
ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: 

2 2 2
2 2

.
2

a

a b c
m

+ −

=

Óêàçàíèå. Äîñòðîèòü òðåóãîëü-

íèê äî ïàðàëëåëîãðàììà, ïðîäîëæèâ 

ìåäèàíó çà ñòîðîíó íà îòðåçîê, 

ðàâíûé äëèíå ìåäèàíû, è ïðèìåíèòü 
çàäà÷ó 20. 

22. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

2 2 2 2 2 2
4( ) 3( ).a b cm m m a b c+ + = + +

Óêàçàíèå. Òðè ôîðìóëû èç çà-
äà÷è 21 âîçâåñòè â êâàäðàò è ñëîæèòü. 

23. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñî-

ñòàâëåííîãî èç ìåäèàí, ðàâíà òð¸ì 
÷åòâåðòÿì ïëîùàäè èñõîäíîãî òðå-

óãîëüíèêà. 

Óêàçàíèå. ×åðåç âåðøèíó òðå-
óãîëüíèêà ïðîâåñòè îòðåçîê, ðàâíûé 

è ïàðàëëåëüíûé ìåäèàíå, íå âûõî-

äÿùåé èç ýòîé âåðøèíû. Òðåóãîëü-
íèê, îáðàçîâàííûé ýòèì îòðåçêîì è 

âûõîäÿùåé èç ýòîé âåðøèíû ìåäè-
àíîé è áóäåò òðåóãîëüíèêîì, ñî-

ñòàâëåííûì èç ìåäèàí. Åãî òðåòüÿ 
ñòîðîíà äåëèò áîêîâóþ ñòîðîíó èñ-

õîäíîãî òðåóãîëüíèêà â îòíîøåíèè 

îäèí ê òð¸ì. 
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâûõ äâóõ 

íåðàâåíñòâ òåîðåìû 3 ñîñòàâèì èç 
ìåäèàí òðåóãîëüíèê è ïðèìåíèì ê 

íåìó íåðàâåíñòâî òåîðåìû 1. Ïî-

ñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â 
òåîðåìå 1. Ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî 

äîêàçàíî â çàäà÷å 22. Îñòàëüíûå 
íåðàâåíñòâà âûòåêàþò èç íåðàâåíñòâ 

ìåæäó ñðåäíèìè. 
Åù¸ îäíî ñåìåéñòâî íåðàâåíñòâ 

äà¸ò ñëåäóþùàÿ  

Òåîðåìà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 

òðåóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-

ñòâà: 

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 22
2

3 3

2( )

4 3

3 3

3 3
.

43 3 3 3

a b c

a b c

h l
S

ab ac bc a b c

l l l

m m mp
R

≤ ≤ ≤

+ + − − −

≤ ≤

+ +

≤ ≤

+ +

≤ ≤ ≤

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáèòñÿ 
íåñêîëüêî ôàêòîâ î áèññåêòðèñàõ.  

24. Áèññåêòðèñû ìîæíî âû÷èñ-

ëÿòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: 

Ìàòåìàòèêà
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2

2

2
( ).

( )
a

bca
l bc bcp p a

b cb c
= − = −

+
+

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü òåîðåìó î 
äåëåíèè áèññåêòðèñîé ïðîòèâîïî-

ëîæíîé ñòîðîíû è òåîðåìó Ïèôàãîðà. 

25. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
2

2
( ).

4
a

a
bc l p p a− ≤ ≤ −

Ðàâåíñòâà âîçìîæíû ëèøü ïðè b = ñ. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü ïðåäû-
äóùóþ çàäà÷ó è íåðàâåíñòâî 

4bc ≤ (b + ñ)
2
. 

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó. Ñêëà-

äûâàÿ íåðàâåíñòâà 2

al ≤ p(p−a), ïî-

ëó÷àåì, ÷òî 

2

al +

2

bl +

2

cl ≤ p(p − à) + p(p − b) +

+ p(p − ñ) = p
2
. 

Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà 
2

2

4
a

a
bc l− ≤

 è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî 

a
2

+ b
2

+ ñ
2

≥ ab + añ + bñ, 

èìååì: 

2 2 2
2 2 2

2 2 2

4

3(2( ) )
.

4

a b c

a b c
l l l ab ac bc

ab ac bc a b c

+ +

+ + ≥ + + − ≥

+ + − − −

≥

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàêîí÷èòü äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû, íóæíî ðåøèòü 

åù¸ íåñêîëüêî çàäà÷. Ïåðâàÿ èç íèõ â 
÷óòü èíîé ôîðìóëèðîâêå ïðåäëà-

ãàëàñü àâòîðîì íà Ìîñêîâñêîé 
îëèìïèàäå â 1985 ã. 

26. Äîêàæèòå, ÷òî
2

.
3

l
S≤

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì áèññåêòðèñû 

÷åðåç AA1, BB1, CC1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ 

îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ñ ≤ a, ñ ≤ b. 

Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâó áèññåêòðèñ 

1

1

1,
CA b

A B c
= ≥  1

1

1
CB a

B A c
= ≥

è ñîãëàñíî ôîðìóëå äëÿ ïëîùàäè 

òðåóãîëüíèêà 2S = absinγ  èìååì íå-

ðàâåíñòâî äëÿ ïëîùàäåé

1 1

1
,

4
CAB ABCS S≥  èç êîòîðîãî ñëåäóåò, 

÷òî ïëîùàäü ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 

ABA1B1 íå áîëüøå òð¸õ ÷åòâåðòåé

SABC. Îáîçíà÷èì O òî÷êó ïåðåñå÷å-

íèÿ áèññåêòðèñ AA1, BB1. Ñîãëàñíî 

òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëü-

íèêà óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí ,
2 2

π γ

+  

ãäå γ − óãîë ïðè âåðøèíå Ñ òðå-

óãîëüíèêà ABC, à òàê êàê γ ≥ π/3, òî 

2
,

2 2 3

π γ π

+ ≥  çíà÷èò 

1 1

2
2

1
sin

2 2 2

1 3
sin ,

2 3 4

ABAB b cS l l

l
l

π γ

π

⎛ ⎞
= + ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠

≥ =

îòêóäà èìååì 

1 1

2
4 3

.
3 3

ABC ABAB

l
S S≥ ≥

27. Äîêàæèòå, ÷òî
2 2 2 2

.
3 3 3 3

h l L M
S≤ ≤ ≤ ≤

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷ó 26 

è óæå äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî 
òåîðåìû 4: 

2 2 2

.
3 3

a b cl l l
S

+ +

≤

Ìàòåìàòèêà
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28. Äîêàæèòå, ÷òî
2

2/3

2 2 2 2

2 2 2 2

( )
3( )

3

27
.

4

a b c
a b c

a b c

a b c

l l l
l l l

l l l p

m m m R

+ +

≤ ≤

≤ + + ≤ ≤

≤ + + ≤

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 4,  

6, íåðàâåíñòâî 2 2 2 2

a b cl l l p+ + ≤  è òåî-

ðåìó 3. 
Òåïåðü òåîðåìó 4 ìîæíî ñ÷èòàòü 

ïîëíîñòüþ äîêàçàííîé. Íåêîòîðîå 

äîïîëíåíèå ê çàäà÷å 28 äà¸ò ñëå-
äóþùàÿ çàäà÷à. 

29. Äîêàæèòå, ÷òî
2

2/3 2/3
( ) ( ) .

3
a b c

p
l l l pS≤ ≤  

Óêàçàíèå. Ïåðåìíîæàÿ íåðà-
âåíñòâà çàäà÷è 25 è èñïîëüçóÿ 

ôîðìóëó Ãåðîíà è òåîðåìó 1, èìååì: 

2 2 2 3

2 2 6

( )( )( )

/ 27.

a b cl l l p p a p b p c

p S p

≤ − − − =

= ≤

30. Äîêàæèòå, ÷òî

9r≤ha+ hb+ hc≤ la+ lb+ lc≤ 3.p

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 2, 

28 è íåðàâåíñòâî òåîðåìû 2. 
Äîïîëíåíèåì ê çàäà÷å 30 ñëóæèò 

òàêàÿ çàäà÷à 

31. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

3 4 .p r R≤ +  

Ðåøåíèå. Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ rà = 

= S/(p−a), rb = S/(p−b), rñ = S/(p−c) (íà 

ñàìîì äåëå ýòî ðàäèóñû âíåâïè-
ñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà 

ñî ñòîðîíàìè a, b, c, íî ýòîò ôàêò 
äàëåå íå ïîíàäîáèòñÿ). Èç ôîðìóëû 

Ãåðîíà è çàäà÷è 17 âûâîäÿòñÿ 

òîæäåñòâà: 

2

2 2

2

( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

(3 ) ,

a b a c b c

S
r r r r r r

p a p b

S S

p a p c p c p b

p p c p p b p p a

p p a b c p

+ + = +

− −

+ + =

− − − −

= − + − + − =

= − − − =

2 2

2

2

2

( )( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )( )

(2 ( ) )

4 .

a b c

S
r r r r

p a

S S S

p b p c p

p a b c
S

p a p b p p c

p p c p a p b
cS

p p a p b p c

p pc p ap bp ab
cS

S
c

p p a b c ab
S

abc
R

S

+ + − = +

−

+ + − =

− −

⎛ ⎞− −

= + =
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠

⎛ ⎞− + − −

= =
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠

− + − − +

= =

= − + + + =

= =

Ïðèìåíÿÿ ê çàäà÷å 3, èìååì: 

3p
2
 = 3(rà+rb + rarñ + rbrñ) ≤ 

≤ (rà + rb + rñ)
2
 = (r + 4R)

2
. 

Êàê ñëåäñòâèå äâóõ ïðåäûäóùèõ 

çàäà÷, èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ: 

9r ≤ ha + hb + hc ≤ la + lb + lc ≤ 

≤ 3p ≤ r + 4R. 

Äîïîëíÿåò ýòè íåðàâåíñòâà òàêàÿ 

çàäà÷à.  

32. Äîêàæèòå, ÷òî

9r ≤ ha + hb + hc ≤ la + lb + lc ≤ 

≤ ma + mb + mc ≤ 9R/2. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 28, 4. 

Çàäà÷ó 32 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 

êàê óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà ×àïïëà − 
Ýéëåðà ìåæäó ðàäèóñàìè âïèñàííîé 

è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëü-

íèêà: 2r ≤ R. Âïðî÷åì, ýòî íåðàâåí-

Ìàòåìàòèêà
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Ìàòåìàòèêà â êóëèíàðèè
Â óíèâåðñèòåòñêîé ñòîëîâîé ñòóäåíòû òîëïÿòñÿ âîçëå âûâåøåííîãî ó 

êàññû ìåíþ. Âàðèàíòû îáåäîâ â í¸ì â çàâèñèìîñòè îò êà÷åñòâà è öåíû 
ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ òîãî è äðóãîãî.

 Òàê...  ïðîèçíîñèò â ðàçäóìüè ñòóäåíò-ìàòåìàòèê,  íàì ïðåäëàãà-
þò âûáîð îáåäà èç ñëåäóþùèõ: äåéñòâèòåëüíûé, êîìïëåêñíûé è ìíèìûé.

ñòâî ìîæíî äîêàçàòü ñîâñåì ïðîñòî, 
ïî÷òè â äâå ñòðî÷êè. Ïîïðîáóéòå 

ïðèäóìàòü òàêîå äîêàçàòåëüñòâî 
ñàìè. 

33. Äîêàæèòå, ÷òî
2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

27

27 / 4.

a b c

a b c a b

c

r h h h

l l l m m

m R

≤ + + ≤

≤ + + ≤ + +

+ ≤

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 2, 

28 è òåîðåìó 2. 
Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è òàêæå 

âûòåêàåò íåðàâåíñòâî ×àïïëà − Ýé-

ëåðà. È èç ñëåäóþùåé çàäà÷è òîæå. 

34. Äîêàæèòå, ÷òî

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 2
.

a b c a b c

a b c

r h h h l l l

m m m R

= + + ≥ + + ≥

≥ + + ≥

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 2, 

28 è òåîðåìó 2. 

35. Äîêàæèòå, ÷òî

3 3 3 3 / 2.h l m p r R≤ ≤ ≤ ≤  

Óêàçàíèå. Ñâåñòè ê ñëó÷àþ 

ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà (ñ 

äàííîé áîêîâîé ìåäèàíîé). 

36. Äîêàæèòå, ÷òî

3 3 / 2 3 .p R M≤ ≤

Óêàçàíèå. Îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí è 

ðàäèóñîì 2M/3 íàêðûâàåò òðå-

óãîëüíèê. 
Êàê ñëåäñòâèå äâóõ ïðåäûäóùèõ 

çàäà÷, ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ 
äëÿ ïîëóïåðèìåòðà: 

3 3 3 3 3 / 2 3 .h l m p R M≤ ≤ ≤ ≤ ≤
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