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Монотонные функции в  
уравнениях и неравенствах 

В пособиях автора и в статьях в 
нашем журнале рассматривались 
условия равносильности для показа1
тельных и логарифмических нера1
венств («Потенциал» №314, 2005). 
Как показывает практика работы с 
учителями и школьниками, методи1
ка, если принимается, успешно ус1
ваивается. Причём школьники, если 
начинают по ней решать, работают с 
большим удовольствием: ведь ре1
шать становится намного проще. Как 
показывает опыт проверки заданий 
ФЗФТШ при МФТИ, всё1таки не все 
используют эту методику – именно 

поэтому автор не решалась широко 
использовать   её   для  произвольных  

монотонных функций. Однако всё 
чаще школьники старших классов 
спрашивают, как решить некоторые 
довольно громоздкие уравнения или 
неравенства, которые заведомо не 
решаются школьными методами. 
Школьники при этом сами говорят, 
что решением является такое1то чис1
ло. Откуда оно взялось? Из монотон1
ности – робко, но гордо произносят 

они. Как именно это следует для дан1
ной задачи? На этот вопрос, как пра1
вило, ответа нет. Работать с произ1
вольными монотонными функциями 
непросто. Практика показала, что и 
школьникам, и некоторым учителям 
трудно даётся этот материал. Труд1
ность состоит в том, что функции, как 
правило, сложные, монотонны по от1
ношению к «аргументу», а не незави1
симой переменной – поэтому разо1

браться, по отношению к чему они 
монотонны, не всегда сразу удаётся. 
В последние годы всё чаще стали по1
являться такие задачи и на вступи1
тельных экзаменах в вузы. Как пра1
вило, эти задачи можно было решить 
и школьными методами, но довольно 
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громоздко. Но вот появилась задача 
(пример 3),   которую «по1школьному» я 

решать не умею. Именно она дала повод 
и необходимость написать эту статью.  

Монотонные функции в уравнениях. Единственность значений 
монотонной функции 

Заметим, что у любой изучаемой 
в школе функции есть промежутки 
монотонности – с монотонными в об1

ласти определения функциями зна1

комы все: это 3,y x=  3 ,y x=  ,y x=  

2log ,y x=  6xy = и т. д. Что нас будет 

интересовать больше всего? Это, 

прежде всего, то, что любое своё зна1
чение монотонная функция принима1

ет только в одной точке. Отсюда сле1

дует, что если функция ( )f t  опреде1

лена и строго монотонна (возрастает 
или убывает) на некотором проме1
жутке T , то  

( ) ( )1 2 1 2f t f t t t= ⇔ =  для 1 2,t t T∈ . (1) 

На самом деле, чаще всего при1
дётся иметь дело со сложными функ1

циями ( )( )f u x  и ( )( )f v x . Тогда пе1

реформулируем условие равносиль1

ности (1): если функция ( )f t  строго 

монотонна на некотором промежутке 

T , а ( )u x T∈  и ( )v x T∈ , то  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )f u x f v x u x v x= ⇔ = . 

В этом случае роль 1t  и 2t  играют 

значения ( )u x T∈  и ( )v x T∈ в неко1

торой точке x . 

Пример 1. (МГУ, 2001, мехмат) 
Решите уравнение  

4 3 1 4 5 14 3 5 14 1x x x x− − = + − + − . 

Запишем ОДЗ: 5 14 0x + ≥  (без 

особой необходимости неравенства в 
ОДЗ уравнений решать не надо!).  

Первый способ (раскроем все мо1

дули). Теперь аккуратно сначала 

раскроем 5 14 1x + − , а затем 1x − : 

4 3 1

4 5 14 3 5 14 1

x x

x x

− − =

= + − + − ⇔

4 5 14 3 1 4

3 5 14 1

x x x

x

⇔ + + − − =

= + − ⇔

5 14 1 0,

5 14 3 1 4 3 0;

5 14 1 0,

7 5 14 3 1 4 3 0.

x

x x x

x

x x x

⎡⎧ + − ≥⎪
⎢⎨

⎢ + + − − + =⎪⎩
⇔ ⇔⎢

⎧⎢ + − <⎪

⎢⎨

+ + − − − =⎢⎪⎩⎣

13
,

5

5 14 3 1 4 3 0;

13
,

5

7 5 14 3 1 4 3 0.

x

x x x

x

x x x

⎡⎧
≥ −

⎪⎢

⎨
⎢

⎪
⎢ + + − − + =
⎩

⇔ ⇔⎢

⎧⎢
< −

⎪⎢
⎨
⎢
⎪

+ + − − − =⎢⎩⎣

1 0,

5 14 0;

13
1,

5

5 14 7 6;

13
,

5

7 5 14 7 .

x

x x

x

x x

x

x x

⎡

⎢ − ≥⎧⎪
⎢
⎨

⎢ + − =⎪⎩

⎢

⎧⎢
− ≤ <⎪

⎢
⇔ ⇔⎨

⎢
⎪

+ = −⎢⎩

⎢

⎧
⎢ < −⎪
⎢ ⇔∅⎨

⎢⎪
+ =

⎩⎣
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2

7;

13
1,

5
7

7 6 0,

49 89 22 0.

x

x

x
x

x x

=⎡

⎢

⎧
⎢ − ≤ <
⎪
⎢

⇔ ⇔ =⎪
⎢

− ≥⎨
⎢
⎪
⎢ − + =
⎪
⎢
⎩⎣

 

Ответ. 7 . Итак, громоздко, но за1
дача решается.  

Второй способ (без раскрытия мо1
дулей). Посмотрим на условие задачи 
внимательней. Есть что1то «общее» у 
левой и правой частей. Если рассмот1

реть функцию ( ) 4 3 1y x x x= − − , то 

условие задачи переписывается так: 

( ) ( )5 14y x y x= + . Построим график 

функции 

( )

3, 1,
4 3 1

7 3, 1

x x
y x x x

x x

+ ≥⎡

= − − =
⎢

− <
⎣

–   
рис. 1. 

Видно, что она непрерывна и строго 
возрастает, поэтому любое значение 
принимает только один раз, то есть 

( ) ( )1 2 1 2f x f x x x= ⇔ = . Отсюда сле1

дует, что  

( ) ( )5 14y x y x= + ⇔

5 14 7x x x⇔ = + ⇔ = . 

Ответ. 7 .  
Пример 2. (МГУ, 2001, мехмат) 

Решите самостоятельно уравнение 

3 2 2 3 3 18 2 3 18 2x x x x− − = + − + − .  

Ответ. 6. 
Пример 3. (МГУ, 2006, биофак) 

Решите уравнение  
( )

( )( )

( )
( )

arcsin 3 2
3

arccos 9 6
1/3

9 log 2arcsin 3 2

3 log arccos 9 6 0.

x

x

x

x

−

−

+ − −

− + − =

Как решать уравнение – совершенно 

не ясно, поэтому найдём, на всякий 
случай, сначала ОДЗ: 

( )

( )

0 2arcsin 3 2 ,

0 arccos 9 6 ,

x

x

π

π

< − ≤⎧⎪
⇔⎨

< − ≤⎪⎩

0 3 2 1,

1 9 6 1,

x

x

< − ≤⎧

⇔ ⇔⎨
− ≤ − <

⎩

1 1,5,

4 5
,

3 3

x

x

≤ <⎧

⎪
⇔⎨

< ≤
⎪
⎩

4
1,5

3
x⇔ < < . 

Теперь преобразуем уравнение:  
( )

( )( )
arcsin 3 2

39 log 2arcsin 3 2
x

x
−

+ − −

( )arccos 9 6
3

x−

− +

( )1/3log arccos 9 6 0x+ − = ⇔

( )
( )( )

2arcsin 3 2
33 log 2arcsin 3 2

x
x

−

⇔ + − =

( )
( )

arccos 9 6
33 log arccos 9 6 .

x
x

−

= + −  

В отличие от предыдущего примера, 
это уравнение не решается школь1
ными методами. Внимательно при1
глядевшись к левой и правой час

ти, замечаем, что уравнение мож1
но записать в виде  

( )( ) ( )( )2arcsin 3 2 arccos 9 6 ,y x y x− = −  

где 

( ) ( )2arcsin 3 2 ,u x x= −

( ) ( )arccos 9 6 ,v x x= −  а 

( ) 33 logty t t= + . 

Присмотримся к функции  
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( ) 33 logty t t= +  при 0t > : она непре1

рывна и строго возрастает. Поэтому 

( ) ( )1 2 1 2y t y t t t= ⇔ = : 

( )
( )( )

2arcsin 3 2
33 log 2arcsin 3 2

x
x

−

+ − =

( )
( )

arccos 9 6
33 log arccos 9 6

x
x

−

= + − ⇔

( ) ( )2arcsin 3 2 arccos 9 6x x⇔ − = − . 

Решим полученное уравнение: 

( )cos2arcsin 3 2x− =

( ) ( )
2

cosarccos 9 6 1 2 3 2x x= − ⇔ − − =

29 6 4 15 13 0x x x= − ⇔ − + = ⇔

15 17

8
x

±

⇔ = . 

Учтём ОДЗ и получим, что 
 

15 17

8
x

−

= . 

Ответ. 
15 17

8

−

. 

Пример 4. (МГУ, 2006, биофак) 
Решите самостоятельно уравнение 

( )arcsin 2 1
9

x+

+

( )( )
( )arccos 6 3

3log 2arcsin 2 1 3
x

x
+

+ + − +

( )1/3log arccos 6 3 0x+ + = .  

Ответ.  
7 17

8

− +

. 

Пример 5. Решите уравнение 

( ) ( )
2

216 log 4 arcsin 4x x x− + − + − =

3
2

π

= + . 

Рассмотрим функцию 

( ) ( ) 28 log arcsiny t t t t t= + + +

( )4t x= − . Она непрерывна и моно1

тонно возрастает при 0t > , поэтому 

любое значение принимает только 
один раз. «Угадаем» подбором значе1

ние ( )1 3
2

y
π

= + . Отсюда следует, 

что решением является 5x = .  

Ответ. 5. 
Сложность примера состоит в 

том, что это уравнение тоже не реша1
ется школьными методами. 

Монотонные функции и неравенства 

Пусть функция ( )y f x=  непре1

рывна и строго возрастает на некото1
ром промежутке X . Тогда, если 

( ) ( )2 1 2 1, , ,f x f x x x X> ∈   то   2 1x x> ,  

т. е.  ( ) ( )2 1 2 1f x f x x x> ⇒ > .   Если  же  

2 1x x> , то ( ) ( )2 1f x f x> , т. е. 

( ) ( )2 1 2 1x x f x f x> ⇒ > . А это значит, 

что для строго возрастающей непре1
рывной функции верно, что  

( ) ( )2 1 2 1f x f x x x> ⇔ > . 

Для неравенства другого знака 
аналогично показывается, что  

( ) ( )2 1f x f x< 2 1x x⇔ < . 

Отсюда получаем правило 1: 

Знак    разности  ( ) ( )2 1f x f x−    не# 

прерывной возрастающей функ#

ции совпадает со знаком разно#

сти 2 1x x−  в ОДЗ. 

Если функция ( )f x  непрерывна и 

строго убывает на некотором проме1
жутке X , то, как известно, если 

( ) ( )2 1f x f x> , то 2 1x x< , если же 

2 1x x< , то ( ) ( )2 1f x f x> . А это зна1

чит, что для строго убывающей не1
прерывной функции верно, что  

( ) ( )2 1 2 1f x f x x x> ⇔ < . 

Для неравенства другого знака 
аналогично показывается, что  

( ) ( )2 1 2 1f x f x x x< ⇔ > . 

Отсюда получаем правило 2: 

Знак   разности   ( ) ( )2 1f x f x−    не# 
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прерывной убывающей функции 

противоположен знаку разности 

2 1x x−  в ОДЗ. 

Эти правила дают возможность 
исследовать довольно сложные нера1
венства, где решение зависит от зна1
ка разности непрерывной строго мо1
нотонной функции в двух различных 
точках. 

Чаще всего правила будем при1
менять к сложным функциям 

( )( )f u x  и ( )( )f v x . Тогда перефор1

мулируем их: если функция ( )f t

возрастает на некотором про#

межутке T , а ( )u x T∈  и ( )v x T∈ , 

то знак разности ( )( )f u x −

( )( )f v x−  совпадает со знаком 

разности ( ) ( )u x v x−  в ОДЗ; если 

функция ( )f t  убывает на неко#

тором промежутке T , а ( )u x T∈

и ( )v x T∈ , то знак разности 

( )( ) ( )( )f u x f v x−  противоположен 

знаку разности ( ) ( )u x v x−  в ОДЗ; 

Пример 6. (МИФИ, 2005) 
Решите неравенство  

2 2 8
0

3
arcsin

3

x x

x

− −

≥

−

. 

Функция ( ) arcsiny t t=  возраста1

ет на области определения, поэтому 
знак 
arcsin arcsin 0 arcsin arcsin0t t t≡ − ≡ −  
совпадает со знаком t . Отсюда следу1

ет, что знак 
3

arcsin
3

x −

 совпадает со  

знаком ( )3x − . Тогда 

2 2 8
0

3
arcsin

3

x x

x

− −

≥ ⇔

−

( )( )

3
1,

3

2 4
0.

3

3

x

x x

x

−⎧

≤
⎪

⎪

⇔ ⇔⎨ + −

≥⎪
−

⎪

⎩

[ ]

( )( ) [ ) [ ]

0;6 ,

0;3 4;6 .2 4
0.

3

x

xx x

x

∈⎧

⎪
⇔ ⇔ ∈ ∪⎨ + −

≥⎪
−⎩

 

Ответ. [ ) [ ]0;3 4;6∪ . 

Пример 7. (МГУ, 2005, мехмат) 
Решите неравенство 

23 5
0

2 7 5
cos cos

4 4

x x

x x

− − −

≥

− −

−

. 

Ответ. [ ) (1;2 2; 5⎤∪
⎦

.  

Найдём, как всегда, ОДЗ:  
25 0 5; 5x x ⎡ ⎤− ≥ ⇔ ∈ −

⎣ ⎦
. 

Первый способ. Преобразуем ле1
вую часть неравенства:  

23 5
0

2 7 5
cos cos

4 4

x x

x x

− − −

≥ ⇔

− −

−

2 3 2
0

3 12 2
sin sin

8 8

x x

x x

− +

⇔ ≤ ⇔

− −

⋅

( )( )1 2
0

3 12 2
sin sin

8 8

x x

x x

− −

⇔ ≤

− −

⋅

. 

Так как x  изменяется на конечном 

отрезке, то выясним, в каких преде1
лах изменяются аргументы наших 
тригонометрических  функций: 

3 5 12 3 12 3 5 12
,

8 8 8

x− − − −

≤ ≤  

5 2 2 5 2

8 8 8

x− − − −

≤ ≤ . 

Отсюда следует, что  

3 12
0,

8

x
π

−

− < <

2

2 8 2

xπ π−

− < < . 
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Так, что же отсюда может следовать? 

Ясно! Тогда 
3 12

sin 0
8

x −

<  на всём 

этом промежутке, а поэтому 

23 5
0

2 7 5
cos cos

4 4

x x

x x

− − −

≥ ⇔

− −

−

( )( )1 2
0

2
sin

8

x x

x

− −

⇔ ≥ ⇔

−

[ ) ( )

2,

2, 1;2 2;

1.

x

x x

x

>⎡

⎢
<⇔ ⇔ ∈ ∪ +∞⎧

⎢
⎨
⎢ ≥
⎩⎣

. 

Учтём ОДЗ и получим  

[ ) (1;2 2; 5x ⎤∈ ∪
⎦

. 

Второй способ. Попробуем при1
менить теорию монотонных функций. 
Так как x  изменяется на конечном 

отрезке, то выясним, в каких пределах 
изменяются аргументы косинусов: 

2 5 7 2 7 2 5 7
,

4 4 4

x− − − −

≤ ≤  

5 5 5 5 5

4 4 4

x− − − −

≤ ≤ , т. е. аргумен1

ты косинусов принадлежат проме1

жутку ( );0π− , а здесь cost  монотонно 

возрастает, а потому знак разности 
cos cosu v− совпадает со знаком раз1

ности ( )u v− . Поэтому 

23 5
0

2 7 5
cos cos

4 4

x x

x x

− − −

≥ ⇔

− −

−

23 5
0

2 7 5

4 4

x x

x x

− − −

⇔ ≥ ⇔

− −

−

( )
25 3

0
2

x x

x

− + −

⇔ ≤

−

(т.к. 5; 5 3 0x x⎡ ⎤∈ − ⇒ − < ⇒
⎣ ⎦

( )
25 3 0)x x⇒ − − − >

( )
225 3

0
2

x x

x

− − −

≤

−

22 6 4
0

2

x x

x

− + −

⇔ ≤

−

( )( )2 1
0

2

x x

x

− −

⇔ ≥

−

[ ) ( )1;2 2; .x⇔ ∈ ∪ +∞  

Учтём ОДЗ и получим, что 

[ ) (1;2 2; 5x ⎤∈ ∪
⎦

.  

Ответ. [ ) (1;2 2; 5⎤∪
⎦

. 

Пример 8. Решите неравенство  

2 4
arccos arccos

2 2 0
7 5

2 2

x x

x x

− −

−

≤

⎛ ⎞⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

Ответ. 
5 7

;3 ;4
2 2

⎛ ⎤ ⎛ ⎤
∪⎜ ⎜⎥ ⎥

⎝ ⎦ ⎝ ⎦

. 

ОДЗ:

2
1 1,

2

4
1 1,

2

x

x

−⎧
− ≤ ≤

⎪
⎪

⎨
−

⎪− ≤ ≤

⎪⎩

[ ]

[ ]

0;4 ,

2;6 ,

x

x

∈⎧⎪
⇔ ⇔⎨

∈⎪⎩

[ ]2;4x⇔ ∈ . 

В чём трудность примера? Ко1
нечно, прежде всего, в том, что мно1
гие просто не помнят свойств 
arccosx . А функция arccosy x=  

строго убывает на своей области 
определения. Поэтому пример мож1
но решить «по1школьному»: рас1
смотреть две системы 

2 4
arccos arccos 0,

2 2

7 5
0.

2 2

x x

x x

− −⎧
− ≤

⎪
⎪

⎨

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎪ − − >⎜ ⎟⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

2 4
arccos arccos 0,

2 2

7 5
0.

2 2

x x

x x

− −⎧
− ≥

⎪
⎪

⎨

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎪ − − <⎜ ⎟⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

Но можно поступить и по1другому: 
воспользуемся монотонным убывани1
ем arccosy x= , а, значит, тем, что 

знак разности 

2 4
arccos arccos

2 2

x x− −

−
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совпадает со знаком «обратной» раз1

ности аргументов 
4 2

2 2

x x− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

Тогда 

2 4
arccos arccos

2 2 0
7 5

2 2

x x

x x

− −

−

≤ ⇔

⎛ ⎞⎛ ⎞
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⎝ ⎠⎝ ⎠

4 2

2 2 0
7 5
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x x
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7 5
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x

x x

−
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5 7
;3 ; .

2 2
x

⎛ ⎤ ⎛ ⎞
⇔ ∈ ∪ +∞⎜ ⎜ ⎟⎥

⎝ ⎦ ⎝ ⎠

Учтём ОДЗ и получим, что  

5 7
;3 ;4

2 2
x

⎛ ⎤ ⎛ ⎤
∈ ∪⎜ ⎜⎥ ⎥
⎝ ⎦ ⎝ ⎦

. 

Ответ. 
5 7

;3 ;4
2 2

⎛ ⎤ ⎛ ⎤
∪⎜ ⎜⎥ ⎥

⎝ ⎦ ⎝ ⎦

.  

Пример 9. Решите неравенство  

2 23 1 2 8 7

2 4
arccos arccos

2 2

7

2

2 2

0
5

2

x x x x

x x

x

x

− + − +
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⎝ ⎠
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⎝ ⎠

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
× ≥

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

. . .. 

В отличие от предыдущего при1
мера, решить его «по1школьному» 
уже труднее – количество систем 

увеличится. Если же использовать 

правила 1 и 2 ( 2ty =  возрастает на R), 

то немедленно получаем, что  
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x x
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{ }

5 7
2; 3 ; .

2 2
x

⎡ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ ∈ ∪ ∪ +∞⎟ ⎜ ⎟⎢

⎣ ⎠ ⎝ ⎠

Ответ. { }

5 7
2; 3 ; .

2 2

⎡ ⎞ ⎛ ⎞
∪ ∪ +∞

⎟ ⎜ ⎟⎢
⎣ ⎠ ⎝ ⎠

В заключение приведём пример, в 
котором одну и ту же функцию, во1
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обще говоря, можно рассматривать 
как две разные монотонные функции. 

Пример 10. Решите неравенство 

( )
( )2log 3
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Ответ. ( )5;7 .  

Найдём ОДЗ: 
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2
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4x<=> ≥ . 

Рассмотрим функции ( )
4y t t=  и 

( ) 10ty t t= + : они монотонно возрас1

тают при 0t > , и для них знак разно1

сти ( ) ( )2 1y t y t−  совпадает со знаком 

разности аргументов 2 1t t− . Тогда  
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[ ] ( )1;3 5;7x<=> ∈ ∪ .

Учитывая ОДЗ, получаем ( )5;7x∈ .  

Но можно рассмотреть функцию 

( )
2log

2log 10 uy u u= + – она тоже

монотонно возрастает при 0u >  и то1

гда, согласно правилам 1 и 2, 
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Учтём ОДЗ и получим, что 

( )5;7x∈ .  

Ответ. ( )5;7 . 
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