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Ìíîãîóãîëüíèêè 
íà êëåò÷àòîé áóìàãå 

Îäíèì èç âàæíûõ îáúåêòîâ, êîòîðûé âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ 
çàäà÷àõ àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë è àíàëèçà, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ 

öåëî÷èñëåííàÿ ðåø¸òêà 2 .Z  Îíà ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè
Oxy, ó êîòîðûõ îáå êîîðäèíàòû  öåëûå ÷èñëà. Òî÷êè ðåø¸òêè 
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óçëû êëåò÷àòîé áóìàãè, ðàçìåð êëåòî÷-
êè êîòîðîé ðàâåí åäèíèöå. 

Îðòîãîíàëüíàÿ ðåø¸òêà íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåä-
ñòâîì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïåðåâîäèòü àíàëèòè÷åñêèå çàäà÷è íà 
ãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê è îáðàòíî. Äâèæåíèå íà ýòîì ñâîåîáðàçíîì 
ìîñòó ìåæäó àíàëèçîì è ãåîìåòðèåé ñòàëî äîñòàòî÷íî èíòåíñèâ-
íûì è äâóñòîðîííèì. Ìû ïðèãëàøàåì âñòðåòèòüñÿ íà ýòîì ìîñòó 
è ïîëþáîâàòüñÿ êðàñîòàìè îäíîé èç ðàñêèíóâøèõñÿ ïåðåä íàìè 
ïàíîðàì. Ìû èçó÷èì âîçìîæíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ 
ïîëóïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íà îðòîãîíàëüíîé ðåø¸òêå òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà íàõîäèëèñü â 
óçëàõ ðåø¸òêè.  

Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê 

Åñëè âñå âåðøèíû ìíîãîóãîëü-

íèêà ëåæàò â óçëàõ ðåø¸òêè 2Z , òî
ãîâîðÿò, ÷òî îí ðàñïîëîæåí íà ýòîé 
ðåø¸òêå. 

Ðàâíîóãîëüíûì ìíîãîóãîëüíèêîì 
íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî 
âíóòðåííèå óãëû ðàâíû, íî ñòîðîíû 
îãóò è îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà. 

Ðàâíîñòîðîííèì ìíîãîóãîëü-
íèêîì íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê, ó 
êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû, íî 

âíóòðåííèå óãëû ìîãóò è îòëè÷àòüñÿ 
äðóã îò äðóãà. 

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà ðàâíî-
óãîëüíûõ è ìíîæåñòâà ðàâíîñòîðîí-
íèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñîñòàâëÿåò 
ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ.  

Ïîä÷åðêí¸ì, ÷òî â ýòèõ îïðåäå-
ëåíèÿõ íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î âû-
ïóêëîñòè ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ïðèìåðû 
ðàâíîóãîëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, 

Âàâèëîâ Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷
Çàñëóæåííûé ó÷èòåëü Ðîññèè, 
ïðîôåññîð è çàìåñòèòåëü 
äèðåêòîðà ïî íàó÷íîé ðàáîòå 
ÑÓÍÖ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ìàòåìàòèêà
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Ðèñ. 1 

Îñíîâíîé ðàññìàòðèâàåìûé íèæå 
âîïðîñ ñîñòîèò â èçó÷åíèè ìíîæå-
ñòâà âñåõ ïîëóïðàâèëüíûõ (è ïðà-
âèëüíûõ) ìíîãîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå 
ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà îðòîãîíàëü-
íîé ðåø¸òêå òî÷åê.  

Âïåðâûå, âèäèìî, ïîäîáíûé âî-
ïðîñ ðàññìàòðèâàëñÿ Å. Ëóêàñîì â 
1978 ãîäó äëÿ ïðàâèëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà. Ýòîò âîïðîñ âàæåí ñ èñ-
òîðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîýòîìó 
ìû ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî Ëó-
êàñà òîãî, ÷òî ïðàâèëüíûé òðå-
óãîëüíèê ðàñïîëîæèòü íóæíûì 
îáðàçîì íà îðòîãîíàëüíîé ðå-
ø¸òêå íåëüçÿ.  

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè, 
êîòîðûå ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà ðå-

ø¸òêå 2.Z
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè òàêèõ 

òðåóãîëüíèêîâ ìû âûáðàëè 
íàèìåíüøèé è ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò 
íàõîäèòñÿ â îäíîé èç åãî âåðøèí, à 
äâå äðóãèå âåðøèíû èìåþò êîîðäè-
íàòû (a, b) è (c, d). Òîãäà ÷åòûðå öå-
ëûõ ÷èñëà a, b, c, d íå èìåþò îáùèõ 
äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò 1 (âçàèìíî 
ïðîñòû). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî 
ïåðåéòè ê òðåóãîëüíèêó ìåíüøåãî 
ðàçìåðà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0,0), 

(a/k, b/k), (c/k, d/k), ãäå k  îáùèé 
äåëèòåëü âñåõ ÷åòûðåõ ÷èñåë (ðèñ. 2). 

Ðèñ. 2 

Çàïèøåì ðàâåíñòâî ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà â êîîðäèíàòàõ: 

2 22 2 2 2a b c d a c b d .

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî 
2 2 2 2 2 .a b c d ac bd

Ñëåäîâàòåëüíî, 
2 2 2 2 4 ,a b c d ac bd

ò. å. ñóììà êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ÷èñåë 
äåëèòñÿ íà 4. 

Êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë ïðè äå-
ëåíèè íà 4 äàþò òîëüêî îñòàòêè 0 
èëè 1. Ïîýòîìó èëè âñå ÷åòûðå ÷èñ-
ëà a, b, c, d ÷¸òíûå, èëè âñå íå÷¸ò-
íûå. Ïåðâîå íåâîçìîæíî ïîòîìó, ÷òî 
ýòè ÷èñëà, ïî íàøåìó âûáîðó, âçà-

ðàñïîëîæåííûõ íà ðåø¸òêå, ïîêàçà-
íû íà ðèñ. 1: ñëåâà  øåñòèóãîëüíè-
êè, ñïðàâà  êâàäðàò è âîñüìèóãîëü-
íèê. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàâíîñòî-

ðîííèõ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîóãîëüíèêè, 
îãðàíè÷åííûå çàìêíóòûìè ëîìàíû-
ìè ñ åäèíè÷íûìè äëèíàìè çâåíüåâ è 
ïðÿìûìè óãëàìè ìåæäó çâåíüÿìè. 

(ñ, d) 

(0, 0)

(à, b) 

 
,

,

c d

k k

a b

k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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èìíî ïðîñòû. Âòîðîå æå íåâîçìîæíî 
ïîòîìó, ÷òî òîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ 
ñîîòíîøåíèå 

2 22 2a b a c b d ,

èáî åãî ëåâàÿ ÷àñòü íå äåëèòñÿ íà 4, 
à ïðàâàÿ  äåëèòñÿ. Ïîëó÷åííîå 
ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò íóæíîå 
óòâåðæäåíèå.  

Ðàâíîñòîðîííèå ìíîãîóãîëüíèêè 

Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäó-
þùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:  

1) Íà ðåø¸òêå 2Z íåëüçÿ ðàñ-
ïîëîæèòü íè îäíîãî ðàâíîñòî-
ðîííåãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ íå-
÷¸òíûì ÷èñëîì ñòîðîí.  

2) Íà ðåø¸òêå 2Z  ìîæíî
ðàñïîëîæèòü ðàâíîñòîðîííèé 
ìíîãîóãîëüíèê ñ ëþáûì ÷¸òíûì 
÷èñëîì ñòîðîí. 

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì 
ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâ-
íîñòîðîííèé ìíîãîóãîëüíèê ñ íå÷¸ò-
íûì ÷èñëîì ñòîðîí, êîòîðûé ìîæíî 

ðàñïîëîæèòü íà ðåø¸òêå 2Z . Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ìíîãîóãîëüíèê 
èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ äëè-
íó ñòîðîíû. Ïóñòü  

k k kv x i y j  (k  1, 2, …, n) 
âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü ñòî-
ðîí ìíîãîóãîëüíèêà. Ñóììà âñåõ 
ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ è îíè 
èìåþò ðàâíûå äëèíû, çíà÷èò, 

1 2 ... 0nx x x ,

1 2 ... 0ny y y ,
2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2

...

... ,n n

x y x y

x y a

ãäå ÷åðåç a îáîçíà÷åíà äëèíà ñòîðî-
íû ìíîãîóãîëüíèêà. 

Âîçâîäÿ êàæäîå èç ïåðâûõ ðà-
âåíñòâ â êâàäðàò, à çàòåì ñêëàäûâàÿ 
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (ñ ó÷¸òîì 
ïîñëåäóþùèõ n ðàâåíñòâ), ïîëó÷àåì 
ñîîòíîøåíèå 

2 2 i j i j
i j

na x x y y . 

Òàê êàê à2  íàòóðàëüíîå ÷èñëî
(êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ 
òî÷êàìè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè) è 

n íå÷¸òíî, à2 ÿâëÿåòñÿ ÷¸òíûì ÷èñ-

ëîì. Åñëè à2 äåëèòñÿ íà 4, òî âñå xi 
è yi ÿâëÿþòñÿ ÷¸òíûìè ÷èñëàìè, 
ïîñêîëüêó ïîïàðíàÿ ñóììà èõ êâàä-
ðàòîâ äåëèòñÿ íà 4. Íî ýòîãî áûòü íå 
ìîæåò, òàê êàê òîãäà èç âåêòîðîâ 
/2kv , êîòîðûå â ýòîì ñëó÷àå òàêæå 

èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû, 
ìîæíî ñîñòàâèòü ðàâíîñòîðîííèé n-
óãîëüíèê. Îí èìååò ñòîðîíó âäâîå 
ìåíüøå, ÷åì èñõîäíûé, à ýòî íåâîç-
ìîæíî ïî íàøåé äîãîâîð¸ííîñòè. 

Ïóñòü òåïåðü à
2 äåëèòñÿ íà 2,

íî íå äåëèòñÿ íà 4. Íî òîãäà âñå xi 
è ói  íå÷¸òíûå ÷èñëà, òàê êàê âñå 
îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
2 2 2
i ix y a . Òàêèì îáðàçîì, ñóììà

i j i j
i j

x x y y

ÿâëÿåòñÿ ÷¸òíûì ÷èñëîì è ïîýòîìó 
à
2 äåëèòñÿ íà 4, ÷òî, êàê ìû óæå

çíàåì, íåâîçìîæíî.  
2) Ïðèñòðàèâàÿ ê ðàâíîñòîðîí-

íåìó øåñòèóãîëüíèêó êâàäðàòû è 
øåñòèóãîëüíèêè (îäèí øàã ýòîãî 
ïðîöåññà ïîêàçàí íà ðèñ. 3), óáåæäà-
åìñÿ, ÷òî âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû 1 

 

Ðèñ. 3 

4 4

4

3 3

3

5 5

5

5

3

4
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äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî. Ïðàâäà, 
ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ íåâûïóêëûå 
ðàâíîñòîðîííèå ìíîãîóãîëüíèêè ñ 

÷¸òíûì ÷èñëîì ñòîðîí. Îäíàêî 
ïðåäúÿâèòü âûïóêëûé ìíîãîóãîëü-
íèê òàêæå âîçìîæíî (ñì. çàäà÷ó 2).

Ðàâíîóãîëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè 

Äëÿ èçó÷åíèÿ êëàññà ðàâíî-
óãîëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íàì ïî-
íàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: 

×èñëî tg 2 n  ïðè íàòó-
ðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ï âñåãäà ÿâ-

ëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñ-
ëîì, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ  
ï  1, 2, 4, 8. 

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèìå-
íèì ôîðìóëó 

1 21 3 3 5 5

1 22 2 4 4 1

tg tg tg ... ( 1) tg
tg

1 tg tg ... 1 tg

n n
n n n

n n
n n

C C C
n

C C
,   (1) 

ãäå k
nC   êîýôôèöèåíòû èç ôîðìó-

ëû áèíîìà Íüþòîíà 
0 0 1 1 1

0

...

... .

n n n
n n

n n
n

a b C a b C a b

C a b

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (1) ëåãêî 
ïîëó÷èòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé 
èíäóêöèè, è ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ 
ñäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî. 

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n ≥ 5 è n ≠ 8, 
òàê êàê ñëó÷àè n  1, 2, 3, 4, 8 ÿñíû. 
Ïóñòü 2 .n  Òîãäà tg ( ) 0n  è 

ïî ôîðìóëå (1) ÷èñëî tg(2 )õ n  
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ñ öåëû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè 

3 2 5 4

1 2 1

...

... 1 0.

n n

n n

n C x C x

x
 (2) 

Â ýòîì óðàâíåíèè ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò ðàâåí 1, ñëåäîâàòåëüíî, 
â ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë 
îíî ìîæåò èìåòü òîëüêî öåëûå êîð-
íè (ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì óòâåð-
æäåíèåì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå ñ öå-
ëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ðàöè-
îíàëüíûé êîðåíü p/q, òî çíàìåíà-
òåëü q îáÿçàí äåëèòü ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò ýòîãî óðàâíåíèÿ, à ÷èñ-
ëèòåëü p  äåëèòü ñâîáîäíûé êîýô-
ôèöèåíò). Ïîýòîìó åñëè õ  ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî, òî îíî ìîæåò áûòü 
òîëüêî öåëûì.  

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: à) n  mp, 
ãäå p  íå÷¸òíîå ïðîñòîå ÷èñëî; 

á) n  2
k
 è k ≥ 4 (ýòèìè ñëó÷àÿìè

èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîçìîæíîñòè). 
à) Åñëè m  1, ò. å. n  ð, òî èç 

ðàâåíñòâà (2) âûòåêàåò, ÷òî õ2 äåëèò
ð è, ñëåäîâàòåëüíî, õ  tg(2 )n   1.
Íî ýòî íåâîçìîæíî äëÿ íå÷¸òíîãî 
ïðîñòîãî n. 

Ïóñòü òåïåðü n  mp, ãäå m > 1. 
Åñëè ÷èñëî tg(2 )n  ðàöèîíàëüíî, 
òî, êàê âèäíî èç ôîðìóëû (1), ÷èñëî 
tg 2 tg 2m n p  òàêæå ðàöèî-

íàëüíî, à ýòîãî, ïî äîêàçàííîìó âû-
øå, áûòü íå ìîæåò. 

á) Ïóñòü òåïåðü n = 2k è k ≥ 4.

Òàê êàê tg 2 16 2 1   ÷èñëî

èððàöèîíàëüíîå, ïî ôîðìóëå (1) âñå 

÷èñëà âèäà tg(2 2 )k  (k≥4) òàêæå
èððàöèîíàëüíû. 

Íóæíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. 
Òåîðåìà 2. Èç âñåõ âîçìîæíûõ 

ðàâíîóãîëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 

íà ðåø¸òêå 2Z  ìîæíî ðàñïîëî-
æèòü òîëüêî ïðÿìîóãîëüíèê è 
âîñüìèóãîëüíèê. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, 
÷òî n ≥ 4, òàê êàê ñëó÷àé ïðàâèëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà óæå ðàññìàòðè-
âàëñÿ ðàíåå. Òîò ôàêò, ÷òî êâàäðàò 
è ðàâíîóãîëüíûé âîñüìèóãîëüíèê 
ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà ðåø¸òêå, 
âèäåí èç ðèñ. 1. Ïóñòü òåïåðü n > 4 
è ðàâíîóãîëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî 

Ìàòåìàòèêà
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ðàçìåñòèòü íà ðåø¸òêå 2Z . Òîãäà
âåêòîðû, êîòîðûå ôîðìèðóþò åãî 
ñòîðîíû, èìåþò öåëî÷èñëåííûå êî-
îðäèíàòû (ðèñ. 4) è óãîë ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè âåêòîðàìè 
ðàâåí 2 n . 

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äâà ëó÷à, èñ-
õîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðî-
õîäÿò ÷åðåç óçëû (a, b) è (ñ, d) ðå-

ø¸òêè 2Z  (ðèñ. 5), òî òàíãåíñ óãëà 
ìåæäó ýòèìè ëó÷àìè ÿâëÿåòñÿ ÷èñ-
ëîì ðàöèîíàëüíûì èëè íå îïðåäå-
ëåí, òàê êàê 

tg tg
tg tg

1 tg tg

.
1

d b
ad bcc a

d b ac bd
c a

 

Áóäåì ñ÷èòàòü òî÷êó O íà÷àëîì 
êîîðäèíàò (ðèñ. 4); òîãäà óãîë ìåæäó 
ëó÷àìè [ÎÐ) è [OQ) ðàâåí 2 ,n  è 

tg(2 ),n  êàê ìû âèäåëè âûøå (óêà-

çàííûå ëó÷è ïðîõîäÿò ÷åðåç óçëû 
ðåø¸òêè), äîëæåí áûòü ïðè n  4 
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. À ýòî, ïî äî-

êàçàííîìó âûøå, âîçìîæíî òîëüêî â 
ñëó÷àå, êîãäà n  8. 

 

Ðèñ. 4 

 

Ðèñ. 5 

Ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè 

Èç äîêàçàííûõ âûøå äâóõ òåî-
ðåì ñëåäóåò, ÷òî êàíäèäàòàìè íà 
ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè, êîòî-
ðûå ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà îðòîãî-
íàëüíîé ðåø¸òêå òî÷åê Z2, ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî êâàäðàò è ïðàâèëüíûé âîñü-
ìèóãîëüíèê. Äîêàæåì, ÷òî ïðàâèëü-
íûé âîñüìèóãîëüíèê â äåéñòâèòåëü-
íîñòè ðàñïîëîæèòü íåëüçÿ.  

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è âûáå-
ðåì ñðåäè âñåõ òåõ ïðàâèëüíûõ 
âîñüìèóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ìîæíî 
ðàñïîëîæèòü íà îðòîãîíàëüíîé ðå-
ø¸òêå, òîò, êîòîðûé èìååò ñàìóþ 
ìàëåíüêóþ ñòîðîíó; ïóñòü äëèíà åãî 
ñòîðîíû ðàâíà à.  

Âûáåðåì êàêîé-ëèáî óçåë ðåø¸ò-
êè Î è îòëîæèì îò íåãî îòðåçêè, 
ðàâíûå è ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì 

âîñüìèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé à. Òîãäà 
êîíöû ýòèõ îòðåçêîâ ÿâëÿþòñÿ âåð-
øèíàìè ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíè-
êà (ò. å. îí ðàñïîëîæåí íà ðåø¸òêå 
Z

2); ñäåëàéòå ñîîòâåòñòâóþùèé ðè-
ñóíîê ñàìîñòîÿòåëüíî. Ýòî ÿâëÿåòñÿ 
ñëåäñòâèåì òàê íàçûâàåìîãî ïðàâè-
ëà ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðîìó 
óäîâëåòâîðÿþò óçëû îðòîãîíàëüíîé 
ðåø¸òêè: åñëè òðè âåðøèíû ïàðàë-
ëåëîãðàììà ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ðåø¸ò-
êè Z

2, òî è ÷åòâ¸ðòàÿ åãî âåðøèíà
òàêæå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ýòîé ðåø¸òêè. 
Ñòîðîíó b âíîâü ïîñòðîåííîãî âîñü-
ìèóãîëüíèêà ëåãêî âû÷èñëèòü, òàê 
êàê îí âïèñàí â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 
à; ïîëó÷àåì: 

 2sin( /8) 2sin( /6) .b a a
Íî ýòî íåâîçìîæíî èç-çà âûáîðà 

2v
�

 

1

kv

v

P

O
Q�

�

2

n

π

(c, d)

x

y

(a, b)

0

α
β
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÷èñëà à (ò. å. ðàññìàòðèâàåìîãî èñ-
õîäíîãî âîñüìèóãîëüíèêà). Ïîëó÷åí-
íîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò, ÷òî 
ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê íà ðå-
ø¸òêå Z2 ðàñïîëîæèòü íåëüçÿ.

Î ìíîãèõ äðóãèõ ñâîéñòâàõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ íà ðåø¸òêàõ ìîæíî 
ïîñìîòðåòü â êíèãå Âàâèëîâ Â.Â., 
Óñòèíîâ À.Â. Ìíîãîóãîëüíèêè íà 
ðåø¸òêàõ.  Ì: ÌÖÍÌÎ, 2006.  

Çàäà÷è 

1. (Ìîñêîâñêàÿ îëèìïèàäà, 1964)
Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ïðîâåäåíà çà-
ìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè â 
óçëàõ ñåòêè, âñå çâåíüÿ êîòîðîé 
ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî çâåíüåâ 
ýòîé ëîìàíîé ÷¸òíî. 

2. Äîêàæèòå, ÷òî íà ðåø¸òêå 2Z
ìîæíî ðàñïîëîæèòü âûïóêëûé ðàâ-
íîñòîðîííèé ìíîãîóãîëüíèê ñ ëþáûì 
÷¸òíûì ÷èñëîì ñòîðîí. 

3. Äîêàæèòå, ÷òî åäèíñòâåííûì
ïðàâèëüíûì ìíîãîóãîëüíèêîì íà 
ïëîñêîñòè, âñå âåðøèíû êîòîðîãî 
èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû, 

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò. 
4. (Èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîåêò)

Íàéäèòå âñå ïðàâèëüíûå è ïîëóïðà-
âèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè, êîòîðûå 
ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà êàæäîé èç 
ïðàâèëüíûõ ïëîñêèõ ìîçàèê, òî åñòü 
ïîêðûòèè ïëîñêîñòè ïðè ïîìîùè ïðà-
âèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (íî, ìîæåò 
áûòü, ðàçíûõ òèïîâ).  

Î ìîçàèêàõ (êîòîðûõ òîëüêî 11 
ðàçëè÷íûõ) ìîæíî ïîñìîòðåòü ñòà-
òüþ Êîëìîãîðîâ À.Í. Ïàðêåòû èç 
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ // 
Êâàíò, ¹8, 1986. 

Мудрые мысли   Мудрые мысли   Мудрые мысли 

ß áû ïðåäïî÷¸ë íàéòè èñòèííóþ ïðè÷èíó õîòÿ áû îäíîãî ÿâëåíèÿ, ÷åì ñòàòü 
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