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Êîðíååâ Âëàäèìèð Ô¸äîðîâè÷ 
Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè, 
ïåíñèîíåð, ã. Äðîãîáû÷.

Ìåòîä îöåíîê äëÿ ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ 

 

Ìåòîä îöåíîê  íåñòàíäàðòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è íå-
ðàâåíñòâ, êîòîðûé ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çà-
äàíèé øêîëüíûõ è âóçîâñêèõ îëèìïèàä, à òàêæå çàäàíèé èç ÅÃÝ  
(â îñíîâíîì â ÷àñòè Ñ) è íåçàñëóæåííî îáäåë¸í âíèìàíèåì øêîëû. 

 

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà îöåíîê ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ìàæîðàíòó 
(ìèíîðàíòó) íåêîòîðîé ôóíêöèè. 
Ìàæîðàíòîé (ìèíîðàíòîé) ôóíêöèè 
f x  íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå íàçû-

âàåòñÿ òàêîå ÷èñëî M, ÷òî f x M

(f x M  ñîîòâåòñòâåííî) äëÿ âñåõ 

x  èç äàííîãî ïðîìåæóòêà. Ñàìî ñëîâî 
ìàæîðàíòà (ìèíîðàíòà) ïðîèñõîäèò îò 
ôðàíöóçñêîãî majorer (minorer), ÷òî 
â ïåðåâîäå îçíà÷àåò «ïðåóâåëè÷è-
âàòü» («ïðåóìåíüøàòü»).  

Ïóñòü ìû èìååì óðàâíåíèå 
f x g x  

èëè íåðàâåíñòâî  
f x g x  

è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ,M  ÷òî äëÿ 
ëþáîãî x  èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
äàííûõ ôóíêöèé f x M  è 

g x M (îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, 

÷òî ìåíüøàÿ ôóíêöèÿ ( )f x  äîëæíà 

áûòü íå ìåíüøå ìèíîðàíòû, à áîëü-
øàÿ ôóíêöèÿ ( )g x  äîëæíà áûòü 

íå áîëüøå ìàæîðàíòû). Òîãäà èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå (íåðàâåíñòâî) 
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ 

( ) ( ) ,M f x g x M  
÷òî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå 

,f x M
f x g x M

g x M
 

Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ðåøà-
þòñÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâî, ãëàâíîå â 
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ïîäîáíûõ çàäà÷àõ  óâèäåòü íàëè-
÷èå ìàæîðàíòû (ìèíîðàíòû).  

Ìîæíî ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü 
ìåòîä îöåíîê â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: 

1) çàäàíî ñìåøàííîå óðàâíåíèå 
(èëè íåðàâåíñòâî), ò. å. â çàäàíèè 
åñòü ðàçíîðîäíûå ôóíêöèè; 

2) âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (íåðà-
âåíñòâî) ôóíêöèè èìåþò ñëîæíûé, 
òð¸õýòàæíûé èëè ïóãàþùèé âèä; 

3) â îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (íå-
ðàâåíñòâà) ñòîÿò îãðàíè÷åííûå 
ôóíêöèè, à â äðóãîé âïîëíå êîí-
êðåòíûå ÷èñëà; 

4) ïåðåìåííûõ â çàäàíèè áîëü-
øå, ÷åì óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ. 

Ìåòîä îöåíîê òðåáóåò óìåíèÿ 
îïåðèðîâàòü òàêèìè ïîíÿòèÿìè, êàê 
ôóíêöèÿ è å¸ ñâîéñòâà (ìîíîòîí-
íîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, ýêñòðåìóìû 
è äð.), ïðîèçâîäíàÿ, ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå, ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå, 
à òàêæå çíàíèÿ íåêîòîðûõ íåñòàí-
äàðòíûõ íåðàâåíñòâ è òîæäåñòâ. 

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îöåíîê çíà-
÷èòåëüíî ñîêðàùàåò è óïðîùàåò 
ðåøåíèå çàäà÷. Ðàññìîòðèì íåêîòî-
ðûå ïðèìåðû. 

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå 
2cos 4 cos2 5 sin 3 .x x x  

Ðåøåíèå. Îöåíèì êàæäóþ ÷àñòü 
óðàâíåíèÿ: 

 
25 sin 3 .

f x x x

g x x  

  

 2 2.

x x

f x

 
2 2

2

x x

x g x  
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó: 

g x f x  èëè 

2

2

cos 4 cos2 2,

5 sin 3 2

cos4 1,

sin 3 1

2

x x

x

x

x

x

x n n

x m m

x k k

 

2

2

6 3

n
x n

x m m

k
x k

  

Èñïîëüçóÿ åäèíè÷íóþ îêðóæ-
íîñòü, ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

2
x l l  

Îòâåò. 
2

x l l  

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 
24 2 6 11.x x x x  

Ðåøåíèå. Îöåíèì êàæäóþ ÷àñòü 
óðàâíåíèÿ: 

2

4 2,

6 11.

f x x x

g x x x
 

Íàéä¸ì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ( ):f x   

4 0, 4,
2 0 2

2;4 .

x x
D f

x x

D f

 

Ìàòåìàòèêà
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Äàëåå íàéä¸ì ìàæîðàíòó ( )f x  ñ 
ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé: 

4 2f x x x  

1 1

2 4 2 2

4 2
.

2 4 2

x x

x x

x x

 

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 2;4 .D f  

Íàéä¸ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè :f x   

 4 2  3.

x x

x x x
 

Òàê êàê 3 D f  è f  ïî-

ëó÷àåì, ÷òî x   êðèòè÷åñêàÿ 
òî÷êà .f x

 
Ôóíêöèÿ f x  â ëåâîé 

÷àñòè óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíà è íà 
îòðåçêå 2;4  èìååò åäèíñòâåííûé 

ýêñòðåìóì. Â íàøåì ñëó÷àå  
 

 
 

2;4
f x f f x  

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, 
âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò: 

22g x x x x

D g g x
 

 

2,

2

f x
f x g x

g x
 

Òî åñòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áó-
äåò ÷èñëî 3.x  

Îòâåò. 3.x  
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñïîñîá 

íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ ïðî-
èçâîäíîé äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé, 
èíîãäà îí áûâàåò åäèíñòâåííî âîç-
ìîæíûì. Ïîýòîìó âëàäåòü èì íåîá-
õîäèìî è ïîëåçíî. 

Ïðèìåð 3. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé ôóíêöèè 

9 3 2 sin cos
arccos .

4 2

x x
y  

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ìåòîä îöå-
íîê. Äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ îñíîâíûå 
ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ïðåîáðàçóåì àðãóìåíò àðêêîñè-
íóñà è îöåíèì ïîëó÷èâøóþñÿ ôóíê-
öèþ: 

3 2 sin cos

4 2

1 1 1
3 sin cos

4 2 2

1
3 cos sin sin cos

4 4 4

x x

x x

x x

 

1
3 sin .

4 4
x  

 
4

4

1 1
3 sin 1.

2 4 4

x

x

x
 

Òàê êàê ôóíêöèÿ arccosy x  
ìîíîòîííî óáûâàåò íà âñåé îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ, òî íàâåøèâàÿ àðêêî-
ñèíóñ íà ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà, 
çíàê íåðàâåíñòâ ìåíÿåì íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûé: 

0 arccos1

1
arccos 3 sin

4 4
x

 

 

 

Ìàòåìàòèêà
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1
2 3

9 1
4 4

x

y

 

Îòâåò. y  

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 

2 2 15
4

x
x  

Ðåøåíèå. Íàéä¸ì îáëàñòü äîïó-
ñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé :x  

216 5 2 0x  

x x

x x x
 

Îöåíèì êàæäóþ ÷àñòü íåðàâåí-
ñòâà: 

2

2 15
4 cos .

4

f x x

x
g x

2

2

x

f x x
 

2

2

15
4
15

4 4 cos 5
4

x

x

g x g x

 

Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî âîçìîæíî 
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáå ÷àñòè 

 

 

íåðàâåíñòâà ðàâíû 4, ò. å. äàííîå 
íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå 
óðàâíåíèé: 

  

2

2

2
0,4.15 54 cos 4

4

x
xx  

Îòâåò.  0,4.x  
Ïðèìåð 5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 

2 2x x x x x  

Ðåøåíèå. Òàê êàê 
22x x x x  

ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 
ýòî âûðàæåíèå è ïîëó÷èì ðàâíî-
ñèëüíîå íåðàâåíñòâî 

2

2

2

2

2 4 3
cos 1

2 2

2 1
cos 1 1

2 2

x x
x

x x

x x
x

x x
2

2
( 1)

cos 1 1 .
( 1) 1

x
x

x
 

Â òàêîé ôîðìå óäîáíî îöåíèòü 
îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ 
ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âõîäÿùèõ 
ôóíêöèé: 

2

2

cos 1 ,

( 1)
1 .

( 1) 1

f x x

x
g x

x

 

 

x

f x f x
 

2

2
( 1)

1 1 1,
( 1) 1

x
g x

x

g x f x

 

Ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó 
óðàâíåíèé: 

 2

2

cos 1 1,

( 1)
1 1

( 1) 1

x

xx

x

 

Îòâåò.  1.x  
Ïðèìåð 6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 

ïàðàìåòðà a  íåðàâåíñòâî 

Ìàòåìàòèêà
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2
2

2
2 3

2 8

a a
x x

a a
 

âåðíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ?x  
Ðåøåíèå. Ïóñòü 

2 10 26,g x x x  

2

2
2 3

2 8

a a
f a

a a
 

òîãäà 

.f a g x  

Îöåíèì êàæäóþ ôóíêöèþ, ïðåä-
âàðèòåëüíî ïðåîáðàçóÿ äàííûå âû-
ðàæåíèÿ: 

2 210 26 ( 5) 1.g x x x x

D g x
g x

E g y

2 2

2 2

2 2

2 3 ( 2 8) 5

2 8 2 8

5 5
1 1 .

2 8 ( 1) 9

a a a a
f a

a a a a

a a a

 

Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî áóäåò 
âåðíî äëÿ âñåõ x  ïðè òåõ çíà÷åíè-
ÿõ ,a  ïðè êîòîðûõ 1:f a   

2 2

2 2

5 5

1 9 1 9a a

a a

 

 

  

a a

a a
 

Îòâåò.  a  

Ïðèìåð 7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ íåðàâåíñòâî 

(2 2 6 2 5)
0

(3 sin 1 4)

x xa

x a
 

íå èìååò ðåøåíèé. 
Ðåøåíèå. Â äàííîì ïðèìåðå îöå-

íèì ñíà÷àëà âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ: 
x xf x è 

g x x x  

 

  

  

3 3 sin 1 3

7 1.

x

x

g x

 

Äëÿ îöåíêè f x  èñïîëüçóåì 

íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèô-
ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷å-
ñêèì: 

2
p q

pq  

èëè 2 .p q pq  

Ïîëàãàÿ 

4

4

2 2 2 6 2

2 24 5.

,x x

x x

p q

p q

f x

 

Òàê êàê 4 424 16 2,  ïîëó÷àåì 

  
4f x  

 
4

íàèì íàèá2 24 5 1 .f g  
Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó íå-

ðàâåíñòâó  

0,
a f x

g x a
 

èëè 

0.
a f x

a g x
 

 

 
 

Ìàòåìàòèêà
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Ïî óñëîâèþ ýòî íåðàâåíñòâî 
äîëæíî áûòü ëîæíî äëÿ âñåõ ,x  ÷òî 
âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 

 

íàèá íàèì
41 2 24 5.

g a f

a
 

Îòâåò.  
41 2 24 5.a  

Ïðèìåð 8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî  

1005 2010
x

x
 

Ðåøåíèå. Ïðè ðåøåíèè äàííîãî 
íåðàâåíñòâà óäîáíî èñïîëüçîâàòü 
êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Êîøè, 
èçâåñòíîå øêîëüíèêàì êàê íåðàâåí-
ñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷å-
ñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì: 

1 2
1 2

... n n
n

i

a a a
a a a

n
a i n

 

ïðè÷¸ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà 

1 2 na a a  
Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü äàííî-

ãî íåðàâåíñòâà, ðàññìàòðèâàÿ âòîðîå 
ñëàãàåìîå êàê ñóììó 2010 äðîáåé 
1

x
, à âñþ ëåâóþ ÷àñòü êàê ñóììó 

èç 2011 ñëàãàåìûõ, êîòîðóþ (èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè) çàìåíèì 
íà ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå:  

1005 2010
x

x
 

1005

10052011

1 1 1

1 1 1
2011

2011.

x
x x x

x
x x x

 

Ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èñ-
õîäíîãî íåðàâåíñòâà áîëüøå ëèáî 
ðàâíà 2011. Ïîýòîìó íàì íóæíî ðå-
øèòü ðàâåíñòâî 

1005 2010
x

x
 

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî ñðåäíåãî 
ãåîìåòðè÷åñêîãî è ñðåäíåãî àðèôìå-
òè÷åñêîãî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ðà-
âåíñòâå âõîäÿùèõ ýëåìåíòîâ, ïîëó-
÷àåì: 

1005 1
x x

x
 

Ðåøåíèå åäèíñòâåííîå, òàê êàê 
âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ, êðîìå 

1,x  ëåâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî íåðà-
âåíñòâà áóäåò áîëüøå 2011. 

Îòâåò. 1.x  
Ïðèâåä¸ííûå ïðèìåðû ïîêàçû-

âàþò, ÷òî ìåòîä îöåíîê íå òðåáóåò 
ñïåöèôè÷åñêîé ïîäãîòîâêè è êàêèõ-
òî îñîáåííûõ íàâûêîâ, íî çàòî òðå-
áóåò óìåíèÿ îáîáùàòü è àíàëèçèðî-
âàòü. Çíàíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæåò 
áûòü ïîëåçíî íå òîëüêî øêîëüíèêàì, 
íî è ñòóäåíòàì âóçîâ ðàçëè÷íûõ 
ñïåöèàëüíîñòåé. 

 

 

Ìàòåìàòèêà


