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Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè «Òðè áåñåäû 
î ïàðàìåòðàõ», íàïå÷àòàííîé â «Ïîòåíöèàëå» ¹7, 2009. Êàê è 
ïðåæäå, â æèâîé ôîðìå äèàëîãà ó÷èòåëÿ è ó÷åíèêà îáúÿñíÿþòñÿ 
ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì, íà ýòîò ðàç ãðàôè÷åñêèå. 

Íàïîìíèì ÷èòàòåëÿì, ÷òî â 
ïðîøëûé ðàç ìû ñ âàìè ïîïûòàëèñü 
ðàçâåÿòü ìèô î òîì, ÷òî çàäà÷è ñ 
ïàðàìåòðàìè – ýòî ÷òî-òî óæàñíîå, 

÷åãî íàäî áîÿòüñÿ êàê îãíÿ. Íà ïðî-
ñòûõ ïðèìåðàõ ìû ñ âàìè óâèäåëè, 
÷òî òàêîå ïàðàìåòð è êàêîâ åãî 
ñìûñë â çàäà÷àõ, íàó÷èëèñü ðåøàòü 
íåñëîæíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà 
ñ ïàðàìåòðîì. Ñåãîäíÿ íàø ëþáî-
çíàòåëüíûé ó÷åíèê ãîòîâ ê îñâîåíèþ 
ãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ, à èìåííî – 

ìåòîäà îáëàñòåé. Ïðåäîñòàâèì âíà-
÷àëå ñëîâî ó÷èòåëþ. 

  Ó÷èòåëü. Íàïîìíþ, ÷òî âî 

âñåõ ðàçîáðàííûõ çàäà÷àõ ïàðàìåòð 
ðàññìàòðèâàëñÿ êàê ôèêñèðîâàííîå, 
íî íåçàâèñèìîå ÷èñëî. Ìåæäó òåì ñ 
ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïàðàìåòð – 

ýòî ïåðåìåííàÿ, ïðè÷¸ì ðàâíîïðàâ-
íàÿ ñ äðóãèìè, ïðèñóòñòâóþùèìè â 
çàäà÷å. Ê ïðèìåðó, ïðè òàêîì 
âçãëÿäå íà ïàðàìåòð ôîðìû f(õ; à) 

çàäàþò ôóíêöèè íå ñ îäíîé (êàê ìû 
èçó÷àåì â øêîëå), à ñ äâóìÿ ïåðå-
ìåííûìè (êîòîðûå ìû áóäåì èçó-
÷àòü â èíñòèòóòå). Ïîäîáíàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ, åñòåñòâåííî, ôîðìèðóåò 
åù¸ îäèí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ 
ïàðàìåòðîì. 

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ 
ðîëü îòâîäèòñÿ ïàðàìåòðó â çàäà÷å 
(íåðàâíîïðàâíàÿ èëè ðàâíîïðàâíàÿ 
ñ ïåðåìåííîé), ìîæíî ñîîòâåòñò-
âåííî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ãðà-
ôè÷åñêèõ ïðè¸ìà: ïåðâûé – ïî-

ñòðîåíèå ãðàôè÷åñêîãî îáðàçà íà 
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (õ; ó), âòî-
ðîé – íà (õ; à).

Ãîâîðÿ î ãðàôè÷åñêèõ ìåòîäàõ, 
íåâîçìîæíî îáîéòè îäíó ïðîáëåìó, 
«ðîæä¸ííóþ» ïðàêòèêîé âñòóïè-
òåëüíûõ ýêçàìåíîâ. Ýòî âîïðîñ î 
ñòðîãîñòè ðåøåíèÿ, î çàêîííîñòè 
ðåøåíèÿ, îñíîâàííîãî íà ãðàôè÷å-
ñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ. 

Ìåòîä îáëàñòåé â çàäà÷àõ  

ñ ïàðàìåòðîì  
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Ó÷åíèê. Íî ìû æå íå òîëüêî 
ñòðîèëè, íî è ïðîâîäèëè íåêîòîðûå 
âû÷èñëåíèÿ! Êàðòèíêà íàì òîëüêî 
ïîìîãàëà âûáðàòü íóæíûå äàííûå, à 
íå äåëàòü âñ¸ ïîäðÿä. 

Ó÷èòåëü. Âåðíî. Ãðàôè÷åñêèé 

ìåòîä – âñåãî ëèøü îäíî èç ñðåäñòâ 

íàãëÿäíîñòè. Íàãëÿäíîñòü ìîæåò 
áûòü îáìàí÷èâà, ïîýòîìó íåîáõîäè-
ìî ðåçóëüòàò, «ïðî÷èòàííûé» ñ ðè-
ñóíêà, ïîäêðåïëÿòü àíàëèòè÷åñêè. 
Ýòî íóæíî äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïðà-
âîòû âûáðàííîãî ïóòè ðåøåíèÿ äàí-
íîé çàäà÷è. È åù¸ îäèí ñîâåò: äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì ãðàôè-
÷åñêèì ìåòîäîì íàäî îáðàòèòü âíèìà-
íèå íà ïîñòðîåíèå òàêèõ ãðàôèêîâ 

( ),y f x a= +  ( ) ,y f x a= +  (| |),y f x=

| ( ) |,y f x=  ( ),y f kx=  ( )y kf x=  ïóò¸ì 

ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè 

( ).y f x=  

Ó÷åíèê. ß ïîâòîðèë ïîñòðîåíèå 

âñåõ ýòèõ ãðàôèêîâ, ïðèí¸ñ öâåòíûå 
êàðàíäàøè è ãîòîâ ê ðåøåíèþ íî-
âûõ çàäàíèé ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì. 

Ó÷èòåëü. Õîðîøî. Äàâàé ïîïðî-

áóåì âûïîëíèòü òàêîå çàäàíèå. 
1. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

k ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 

− + + ≤ + −3 3log ( 2 1) 2 log ( 5).x k x k

Ó÷åíèê. Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü 
ãðàôè÷åñêè. Ïîïðîáóþ ðàññóæäàòü. 
Èòàê, íåðàâåíñòâî ëîãàðèôìè÷å-
ñêîå, ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà äîëæ-
íû ñòîÿòü ïîëîæèòåëüíûå âûðà-
æåíèÿ, çíà÷èò, èìååì ñèñòåìó äâóõ 
óñëîâèé:  

2 1 0,

5 0.

x k

x k

− + >⎧

⎨
+ − >

⎩

Îé! À ÷òî æå íàì âûðàæàòü: õ 
èëè k?  

Ó÷èòåëü. Â êàêîé ïëîñêîñòè ìû 
áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó? ßâëÿþòñÿ ëè 
k è õ ðàâíîïðàâíûìè ïåðåìåííûìè? 

Ó÷åíèê. õ è k ðàâíîïðàâíûå ïåðå-
ìåííûå. Ðåøàòü áóäó â ïëîñêîñòè xÎk.  
Ïîýòîìó âûðàæàòü áóäó k ÷åðåç õ. 

Èìååì ñèñòåìó äâóõ óñëîâèé: 

( 1)/2,

5.

k x

k x

< +⎧

⎨
> − +

⎩

À êàê òåïåðü ñòðîèòü? Ó ìåíÿ 
ñòîèò çíàê íåðàâåíñòâà… 

Ó÷èòåëü. Ìîëîäåö! Âîò ìû è ïî-

äîøëè ñ òîáîé ê «ìåòîäó îáëàñòåé».  

Ó÷åíèê. ß ïîíÿë! Åñëè ó íàñ 

åñòü íåðàâåíñòâî, òî áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ìåòîä îáëàñòåé? 

Ó÷èòåëü. Âåðíî. Ñíà÷àëà íàì 

íàäî ïîñòðîèòü ãðàíèöó çàäàííîé 
îáëàñòè, äëÿ ýòîãî çàìåíèì çíàê íå-
ðàâåíñòâà çíàêîì ðàâåíñòâà. Ïîëó-

÷èì ( 1)/2k x= +  è 5.k x= − +  Òàê êàê

â êàæäîì èç íàøèõ íåðàâåíñòâ çíàê 
ñòðîãèé, òî ãðàíèöó óäîáíî èçîáðà-
æàòü ïóíêòèðîì (îíà íå áóäåò âõî-
äèòü â íóæíóþ íàì îáëàñòü). Ïî-
ñòðîåííàÿ ïðÿìàÿ «ðàçáèâàåò» êîîð-
äèíàòíóþ ïëîñêîñòü íà äâå ïîëó-
ïëîñêîñòè. Íàì íàäî âûáðàòü îäíó 
èç íèõ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì 
çàäà÷è. Êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü? 

Ó÷åíèê. Ìíå íàäî ïîäóìàòü. 

(Çàäóìûâàåòñÿ íà íåêîòîðîå âðåìÿ.) 

Êàæåòñÿ, ÿ ïðèäóìàë! Ìîæíî âû-

áðàòü òî÷êó èç êàêîé-íèáóäü ïîëó-
ïëîñêîñòè è ïîäñòàâèòü å¸ êîîðäè-

íàòû â íåðàâåíñòâî. Åñëè ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè íåðàâåíñòâî ïðåâðàòèòñÿ â 
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âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, òî 

÷àñòü êîîðäèíàòíîé  ïëîñêîñòè,  èç 
êîòîðîé ìû âûáðàëè òî÷êó, íàì è 

áóäåò íóæíà. 

Ó÷èòåëü. Ïðàâèëüíî. Òåïåðü ìû 

çàøòðèõóåì ïîëó÷åííóþ îáëàñòü. 

Ó÷åíèê. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñî 

âòîðûì íåðàâåíñòâîì? 

Ó÷èòåëü. Êîíå÷íî. À ÷òîáû 

íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ, íåîá-
õîäèìî âûäåëèòü îáùóþ ÷àñòü. 

Ó÷åíèê. Ýòî òà ÷àñòü, ãäå åñòü 

îáå «øòðèõîâêè»? ß äóìàþ, íàäî 
íàéòè àíàëèòè÷åñêè òî÷êè ïåðåñå-

÷åíèÿ ãðàôèêîâ äàííûõ ôóíêöèé, 

ðåøèâ óðàâíåíèå ( 5)/2 5.x x+ = − +  

Ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòà-
ìè (3; 2). 

Ó÷èòåëü. Õîðîøî, òû ðàññóæ-
äàåøü àáñîëþòíî ïðàâèëüíî. Ïðî-
äîëæàé. 

Ó÷åíèê. Ðåøàåì ëîãàðèôìè÷å-
ñêîå íåðàâåíñòâî, çàáûâ íà âðåìÿ î 
ïàðàìåòðå: 

− + + ≤ + −

− + + ≤ + −

3 3

3 3 3

log ( 2 1) 2 log ( 5),

log ( 2 1) log 9 log ( 5).

x k x k

x k x k
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ, 
ïîëó÷àþ íåðàâåíñòâî: 

− + ≤ + −3 3log 9( 2 1) log ( 5).x k x k
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ 

ôóíêöèÿ ñ îñíîâàíèåì òðè ìîíîòîí-

íî âîçðàñòàåò, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, 

â êîòîðîì íå áóäåò ëîãàðèôìîâ: 

− + ≤ + −9( 2 1) 5.x k x k  
Ðàñêðîþ ñêîáêè, ïðèâåäó ïîäîáíûå 
ñëàãàåìûå è ïîëó÷ó íåðàâåíñòâî 

îòíîñèòåëüíî k: 

(8 14)/19.k x≥ +

Áóäó ñòðîèòü ãðàíèöó k =

(8 14)/19x= +  ñïëîøíîé ëèíèåé.

Îé! Êàê æå ýòî ñòðîèòü íà áóìà-

ãå áåç êëåòî÷åê? Íàäî ÷òî-òî ïðè-

äóìàòü. Àãà, ïîñìîòðèì, ïðîõîäèò 

ëè ýòà ïðÿìàÿ ÷åðåç òî÷êó (3; 2). 

Ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå, 

âèäèì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ âåðíîå ÷è-

ñëîâîå ðàâåíñòâî. Óðà! Ïðîõîäèò! 

Çíà÷èò, íàäî íàéòè åù¸ îäíó òî÷êó. 

Åñëè 0,x =  òî 14/19.k =  Ýòî ÷èñëî 

áîëüøå 0,5, íî ìåíüøå 1, ïîýòîìó 

ïîñòàâèì òî÷êó «âûøå» òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ ïðÿìîé ( 1)/2k x= +  ñ îñüþ 

ïàðàìåòðà. Ïðîâåä¸ì ãðàíèöó 

ñïëîøíîé ëèíèåé è âûáåðåì... ß äó-

ìàþ, íàäî âûáðàòü ÷àñòü ïëîñêîñòè, 

êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà âûøå ïîñòðî-

åííîé ïðÿìîé. 

Ó÷èòåëü. Âñ¸ ëè ìû ó÷ëè? 

Ó÷åíèê. Íàäî íå çàáûòü ïðî îá-

ëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Ïîýòî-

ìó ïîëó÷èì ïëîñêèé óãîë, îäíà ñòî-

ðîíà êîòîðîãî – ñïëîøíàÿ, à äðóãàÿ 

ñòîðîíà è âåðøèíà – ïóíêòèðíàÿ 

ëèíèÿ è «äûðêà» ñîîòâåòñòâåííî. 

Òåïåðü, êàê è â ìåòîäå ñå÷åíèé, 

íàäî ïðîâîäèòü ïðÿìûå âèäà 

constk =  è ñìîòðåòü, êàê ýòè ïðÿ-

ìûå ïåðåñåêàþò âûäåëåííóþ íàìè 

îáëàñòü. Îäíàêî ó íàñ ïîëó÷àòñÿ íå 

òî÷êè, à öåëûå èíòåðâàëû. 

Ó÷èòåëü. Ìîëîäåö! Òåïåðü ïî-

ïðîáóé çàïèñàòü îòâåò. 

Ó÷åíèê. ß áû çàïèñàë îòâåò ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. 

Îòâåò: ïðè 2,k ≤  ðåøåíèé íåò; 

ïðè > − −2, (2 1; (19 14)/8].k k k  

ß âûðàçèë çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé 

õ èç óðàâíåíèé ïðÿìûõ. 

Ó÷èòåëü. Õîðîøî. Îòâåò ïîëó-

÷åí âåðíûé. Íî äàâàé åù¸ ðàç ïðî-
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ñìîòðèì ðåøåíèå. Âîçìîæíî, åãî 

ìîæíî óïðîñòèòü. 

Ó÷åíèê. (Ïðîñìàòðèâàåò ðåøå-

íèå ñ íà÷àëà.) ß ïîíÿë! Åñëè íå ñðà-
çó ñòðîèòü óñëîâèÿ íà âûðàæåíèÿ, 
ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà, à 
íà÷àòü ðåøàòü íåðàâåíñòâî, ìû 
óâèäèì, ÷òî âòîðîå íåðàâåíñòâî 
ñèñòåìû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè (ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ 
íåðàâåíñòâ). Ïîýòîìó ìîæíî íå 
ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó îá-
ëàñòü. 

Ó÷èòåëü. Àáñîëþòíî âåðíî. Ïî-
ýòîìó íå âñåãäà íàäî ñðàçó ñòðîèòü 
âñå óñëîâèÿ. Èíîãäà ïðè ðåøåíèè 
çàäà÷è ýòè óñëîâèÿ íå ïðèãîäÿòñÿ, 
òàê êàê àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ 
(êàê ó íàñ). 

Ó÷åíèê. Îé, êàê çäîðîâî! ß ñàì 
ðåøèë òàêóþ ñëîæíóþ çàäà÷ó. Çà-
äàíèå òàêîãî òèïà ìîæåò «âñòðå-
òèòüñÿ» íà Åäèíîì ãîñóäàðñòâåííîì 
ýêçàìåíå? 

Ó÷èòåëü. Êîíå÷íî. Ýòî çàäà÷à 
÷àñòè Ñ. Çàäà÷è òàêîãî óðîâíÿ ñëîæ-
íîñòè âñòðå÷àëèñü íà âñòóïèòåëüíûõ 
ýêçàìåíàõ â Ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò óïðàâëåíèÿ (ÃÓÓ). Äàííàÿ çàäà-
÷à ñòîÿëà íà ïîñëåäíåì ìåñòå â áèëå-
òå, ò. å. ÿâëÿëàñü ñàìîé ñëîæíîé â í¸ì. 

Äàâàé ïîïðîáóåì òåïåðü ðåøèòü 
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðîì. 
Ãîòîâ? 

Ó÷åíèê. Äà. 

Ó÷èòåëü. Òîãäà âîò òåáå çàäàíèå. 

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà à ñèñòåìà 

2

( )/( 3 ) 0,

( 2) ( 1)( 1)

x y x y

y y x a a

− + ≥⎧⎪

⎨

− + ≤ + −⎪⎩

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå? Ñíà-
÷àëà îòâåòü íà òàêîé âîïðîñ: êàê 
ïîíÿòü çàäàíèå? 

Ó÷åíèê. ß äóìàþ, ÷òî ýòî çàäà-
íèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: 
ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à 
ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ? 

Ó÷èòåëü. Âåðíî. 

Ó÷åíèê. Ìû òîæå áóäåì ñòðîèòü? 

Ó÷èòåëü. Êîíå÷íî. 

Ó÷åíèê. Îé! Êàê æå ýòî ïîñòðî-

èòü? Ïîïðîáóþ ðàññìîòðåòü êàæäîå 
íåðàâåíñòâî îòäåëüíî. 

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàìå-
íèòü ñèñòåìîé äâóõ óñëîâèé:  

− + ≥⎧

⎨
+ ≠

⎩

( )( 3 ) 0,

3 0.

x y x y

x y

Åñëè áû áûëî íåðàâåíñòâî ñ îä-
íîé ïåðåìåííîé, ÿ ïðèìåíèë áû ìå-
òîä èíòåðâàëîâ. À çäåñü ÷òî äåëàòü? 

Ó÷èòåëü. Ìû ñ òîáîé áóäåì 

ïðèìåíÿòü ìåòîä èíòåðâàëîâ, òîëüêî 
íå íà ïðÿìîé, à íà âñåé êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè. 

Ó÷åíèê (ñ âîñòîðãîì). Íè÷åãî ñå-

áå! Çíà÷èò, ìåòîä èíòåðâàëîâ ìîæíî 
ïðèìåíÿòü ê öåëîé ïëîñêîñòè?  

Ó÷èòåëü. Äà. 

Ó÷åíèê. Ñíà÷àëà íàäî ñòðîèòü 
ãðàíèöû. Ó íàñ èõ äâå: y x=  

(ñïëîøíàÿ) è /3y x= −  (ïóíêòèð). 

Îíè ðàçáèâàþò êîîðäèíàòíóþ 
ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå ÷àñòè. Íàäî âû-
ÿñíèòü, êàêèå äâå èç íèõ íóæíû íàì. 

Ó÷èòåëü. Ýòî çàâèñèò îò çíàêîâ 
íåðàâåíñòâ. 

Ó÷åíèê. Çíàêè áóäåì îïðåäå-
ëÿòü, ïîäñòàâëÿÿ òî÷êó èç êàæäîé 
÷àñòè â íåðàâåíñòâî. Óäîáíåå âñåãî 
âûáèðàòü òî÷êè, ëåæàùèå íà îñÿõ 
êîîðäèíàò (ó ýòèõ òî÷åê îäíà èç êî-
îðäèíàò ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ). 
Âûáåðó òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (1; 0) 
è ïîäñòàâëþ å¸ êîîðäèíàòû â ïåðâîå 
íåðàâåíñòâî. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïî-
ëó÷àåì âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñò-
âî, çíà÷èò, äàííàÿ òî÷êà âõîäèò â 
íóæíóþ íàì îáëàñòü. À ìû èìååì 
ïðàâî, êàê â îáû÷íîì ìåòîäå èíòåð-
âàëîâ, ÷åðåäîâàòü çíàêè? 

Ó÷èòåëü. Ìîëîäåö! Êîíå÷íî, 

èìååì. Åñëè ó íàñ ïîëó÷àþòñÿ òàêèå 
ïðîñòûå îáëàñòè. Åñëè ÷åðò¸æ áóäåò 
áîëåå ñëîæíûì, íåîáõîäèìî âûáè-
ðàòü îáëàñòè ïîäñòàíîâêîé òî÷åê. 

Ó÷åíèê. Ó íàñ ïîëó÷èëèñü äâà 
ïëîñêèõ âåðòèêàëüíûõ óãëà. Òåïåðü 
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ïîñòðîèì ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ âòîðîìó íåðàâåíñòâó. 
Ñíà÷àëà íàäî óïðîñòèòü äàííîå 
âûðàæåíèå è âûÿñíèòü âèä ãðàíè-
öû ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà. 
Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïîëó÷èì: 

2 2 22 1.x y y a+ − ≤ −

Òàê… (çàäóìàëñÿ). Åñëè ïåðå-
ìåííûå õ è ó èìåþò âòîðûå ñòåïå-
íè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå 
ïîõîæå íà óðàâíåíèå îêðóæíîñòè. 
Ïåðåíåñ¸ì ÷èñëî 1 â ëåâóþ ÷àñòü 
è âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû. Èìå-

åì íåðàâåíñòâî: 2 2 2( 1) .x y a+ − ≤

Ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ ëèíèÿ âèäà 
2 2 2( 1)x y a+ − =

 

(ñïëîøíàÿ). Ó ìåíÿ

âîçíèê âîïðîñ: âñåãäà ëè ýòî áóäåò 
îêðóæíîñòü? 

Ó÷èòåëü. Õîðîøèé âîïðîñ. Äà-
âàé ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà à è ðàññóæäàòü.  

Ó÷åíèê. Ïîïðîáóåì. ß äóìàþ, 
íàäî ïðèðàâíÿòü à ê íóëþ. Â ýòîì 
ñëó÷àå áóäåì èìåòü ðàâåíñòâî 

2 2( 1) 0.x y+ − =  Ýòî áóäåò òî÷êà À (0; 1). 

Ó÷èòåëü. Ìîëîäåö! Äàëüøå. 

Ó÷åíèê. Åñëè à íå ðàâíî íóëþ, 
òî îíî ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì 
èëè îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. Çíà÷èò, 
åñëè ÿ õî÷ó ãîâîðèòü îá îêðóæíîñòè 
ðàäèóñà à, ìíå íåëüçÿ áðàòü îòðèöà-
òåëüíûå ÷èñëà. Êàê æå ýòîãî èçáå-
æàòü? Äàâàéòå ïîñòàâèì ìîäóëü à, è 
â ýòîì ñëó÷àå ðàäèóñ âñåãäà áóäåò 
ïîëîæèòåëüíûì. Ïðàâèëüíî? 

Ó÷èòåëü. Äà. 

Ó÷åíèê. Èòàê, ãðàíèöà äàííîé îá-
ëàñòè – îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì (0; 1) è 

ðàäèóñîì |a|. Â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà-
êîì íåðàâåíñòâà, ìû äîëæíû âû-
áðàòü âíóòðåííþþ ÷àñòü ïëîñêîñòè, 
îãðàíè÷åííóþ ïîñòðîåííîé îêðóæ-
íîñòüþ. Ýòî êðóã! Òåïåðü âîçíèêàåò 
âîïðîñ î âëèÿíèè ïàðàìåòðà íà ýòîò 
êðóã. 

Ó÷èòåëü. Êàêîâî òâî¸ ìíåíèå? 

Ó÷åíèê. Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî â çà-

âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà à ýòîò êðóã 
áóäåò ëèáî áîëüøå, ëèáî ìåíüøå. Îí 
«ïóëüñèðóåò», òàê êàê çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà à âõîäèò â ðàäèóñ êðóãà.  

Ó÷èòåëü. Âåðíî. À òåïåðü äàâàé 

âñïîìíèì, êàêóþ çàäà÷ó ìû ðåøàåì. 

Ó÷åíèê.   Ñèñòåìó.   Âåðíåå,   ìû 

ïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ î íà-
ëè÷èè ðåøåíèé ó äàííîé ñèñòåìû 
(ò. å. î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû). Êî-
íå÷íî, êðóã ìîæåò èìåòü òàêîé ìà-
ëåíüêèé ðàäèóñ, ÷òî îáùèõ òî÷åê ñ 
âûäåëåííîé îáëàñòüþ íå áóäåò. Íàé-
ä¸ì ìîìåíò «âñòðå÷è» îêðóæíîñòè 
è…, êàæåòñÿ, ïåðâîé ïðÿìîé, ñ êî-
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òîðîé «âñòðåòèòñÿ» îêðóæíîñòü, áó-
äåò ïðÿìàÿ .y x=  Íàäî íàéòè ìî-

ìåíò êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé. 
Òàê êàê ðàäèóñ ïåðïåíäèêóëÿðåí 
êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, îïóñòèì 
èç òî÷êè À ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿ-
ìóþ .y x=  Îñíîâàíèå ýòîãî ïåðïåí-

äèêóëÿðà îáîçíà÷èì áóêâîé Â. Òîãäà 
òðåóãîëüíèê ÀÎÂ áóäåò ïðÿìî-
óãîëüíûé è ðàâíîáåäðåííûé, ò. ê. 
ïðÿìàÿ y x= – áèññåêòðèñà ïåðâî-

ãî êîîðäèíàòíîãî óãëà. Ãèïîòåíóçà 
ðàâíà åäèíèöå, òîãäà êàòåòû ðàâíû 

2
.

2
 Çíà÷èò, â ìîìåíò êàñàíèÿ ðà-

äèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 
2

,
2

 è ïîÿ-

âÿòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (îäíî ðåøå-
íèå). À ïðè ðàäèóñå áîëüøåì 

2

2
ñèñòåìà áóäåò óæå èìåòü íå îä-

íî, à öåëîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Òàê 
êàê ðàäèóñ ðàâåí |a|, çíà÷èò, ïðè 

|a|≥
2

2
 äàííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü 

ðåøåíèÿ. 

Èòàê, îòâåò: åñëè 

2 2
( ; ] [ ; ),

2 2
a∈ −∞ ∪ +∞

òî ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ. 

Ó÷èòåëü. Ìîëîäåö! Ðàññóæäàë 
ïðàâèëüíî è ðåøèë ïîñòàâëåííóþ 
çàäà÷ó. 

Ó÷åíèê. Çäîðîâî! Õî÷ó äîìà ïî-
òðåíèðîâàòüñÿ â ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷. 

Ó÷èòåëü. Õîðîøî. Ìîãó ïðåä-
ëîæèòü òåáå íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ 
çàäà÷ òàêîãî òèïà. 

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà à ñèñòåìà 

⎧ − + ≤ − +⎪

⎨

+ + ≤⎪⎩

2( 4) ( 2)( 2),

( )( 2 ) 0

x x y a a

x y x y

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå? 
4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðà à, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà 

2 2

2 | | | | 6,

2 1

x y

y x x a

+ ≤⎧
⎪

⎨

+ − ≥ −⎪⎩

èìååò ðåøåíèÿ. 

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà à ñèñòåìà  

2 2 2 ,

sin sin

x y y a

x y

⎧ + − ≤⎪

⎨

=⎪⎩

ñîâìåñòíà? 
Îäíàêî õî÷ó îáðàòèòü òâî¸ âíè-

ìàíèå íà çàäà÷ó 5. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ 
ãðàôèêà âòîðîãî óðàâíåíèÿ íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèå ôîðìóëû. Ãðàôèê èìååò î÷åíü 
èíòåðåñíûé è íåîáû÷íûé âèä. Åñëè 
íå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ïîñòðîåíèå ýòî-
ãî ãðàôèêà, ìîæíî óïðîñòèòü çàäà-
íèå, çàìåíèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà 
óðàâíåíèå âèäà .y x=  Ïðè ýòîì 

ãðàôèê èçìåíèòñÿ, à îòâåò íåò. Åñëè 
íå ïîëó÷èòñÿ ðåøåíèå, òî â ñëå-
äóþùèé ðàç íà÷í¸ì áåñåäó èìåííî ñ 
ýòîãî ïðèìåðà. 

Ó÷åíèê. ß ïîñòàðàþñü ïîñòðîèòü 
ãðàôèê ñàì. 

Ó÷èòåëü. ß äóìàþ, ÷òî íà ñåãî-
äíÿ íîâîé èíôîðìàöèè óæå áîëåå 
÷åì äîñòàòî÷íî. Îñòàëüíîå â ñëå-
äóþùèé ðàç. ß äóìàþ, íàäî ïîçíà-
êîìèòüñÿ è ñ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòî-
äàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè. 

Ó÷åíèê. Ñïàñèáî çà áåñåäó. Áóäó ñ 

íåòåðïåíèåì æäàòü ñëåäóþùåãî ðàçà. 




