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Êàê ïðèáëèæ¸ííî âû÷èñëÿòü 

êîðíè è ðåøàòü êóáè÷åñêèå 

óðàâíåíèÿ? 

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèáëèæ¸ííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ 
êâàäðàòíûõ êîðíåé èç äàííîãî ÷èñëà è  ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òðåòü-
åé ñòåïåíè. Ýòè ìåòîäû áûëè îòêðûòû äðåâíåãðå÷åñêèì ó÷¸íûì 
Ãåðîíîì Àëåêñàíäðèéñêèì è èçâåñòíûì àíãëèéñêèì ó÷¸íûì Èñàà-
êîì Íüþòîíîì, âûäåðæêè èç òðóäîâ êîòîðûõ ìû âêëþ÷èëè â îñ-
íîâíîé òåêñò ñòàòüè. 

Ìåòîä Ãåðîíà 

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2 0x a
ïðè çàäàííîì 0a  èìååò äâà ðåøå-

íèÿ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ 

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî .x a  Êàê

ïðèáëèæ¸ííî íàéòè åãî çíà÷åíèå â 
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî à íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì? Ìåòîä, êî-
òîðûé ìû èçëîæèì, áûë èçâåñòåí 
åù¸ â Äðåâíåé Ãðåöèè è ïðèïèñû-
âàåòñÿ Ãåðîíó Àëåêñàíäðèéñêîìó. 
Ãåðîí æèë â I âåêå í. ý. è îïèñàë â 
ñâîèõ êíèãàõ çàêîí îòðàæåíèÿ ñâå-
òà, ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè 
òðåóãîëüíèêà ïî òð¸ì ñòîðîíàì, 
ìíîãî÷èñëåííûå  ìåõàíèçìû.  Èíòå- 

ðåñíî, ÷òî è â íàøå âðåìÿ ìåòîä 
Ãåðîíà èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ êîì-
ïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ è äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ ðàñ÷¸òîâ íà êàëüêóëÿòîðàõ. 

Îáðàòèìñÿ ê òåêñòó ñàìîãî Ãåðî-
íà, êîòîðûé  íà ïðèìåðå ïðèáëè-

æ¸ííîãî âû÷èñëåíèÿ 720  îáúÿñíÿ-

åò ñâîé ìåòîä
1.

«Òàê êàê 720 íå èìååò ðàöèî-
íàëüíîãî êîðíÿ, òî âîçüì¸ì êîðåíü ñ 
î÷åíü ìàëîé ïîãðåøíîñòüþ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Òàê êàê áëèæàéøèé ê 
720 êâàäðàò åñòü 729, è îí èìååò 
êîðíåì 27, òî ðàçäåëè 720 íà 27. Ïî-

ëó÷àåòñÿ 26
2

.
3

 Ïðèëîæè 27. Ïîëó÷à- 

1
×èñëà äàíû â ñîâðåìåííîé çàïèñè; ñëîâà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ äîáàâëåíû 

äëÿ ñâÿçíîñòè òåêñòà [1, ñ. 338–339]. 
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åòñÿ 53
2

.
3

 Ïîëîâèíó ýòîãî. Ïîëó÷à-

åòñÿ 26
5

6
. Èòàê, áëèæàéøèé êîðåíü

èç 720 áóäåò 26
5

.
6

 [Åñëè ïîìíîæèòü] 

íà ñàìîå ñåáÿ, ïîëó÷àåòñÿ 720
1

,
36

 òàê 

÷òî ïîãðåøíîñòü åñòü 36-ÿ ÷àñòü åäèíè-
öû. Åñëè ìû ïîæåëàëè áû, ÷òîáû ïî-
ãðåøíîñòü ñòàëà ìåíüøåé ÷àñòüþ [åäè-
íèöû], ÷åì 36-ÿ, òî âìåñòî 729 ìû 

âîçüì¸ì òîëüêî íàéäåííîå 720
1

36
 è, 

ïðîäåëàâ òî æå ñàìîå, íàéä¸ì, ÷òî ïî-

ãðåøíîñòü ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì 
1

».
36

Â ýòîì òåêñòå Ãåðîíà ñîäåðæèò-
ñÿ òðè ñîîáðàæåíèÿ: 

1) âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæ¸í-
íîãî çíà÷åíèÿ; 

2) ñïîñîá óòî÷íåíèÿ âûáðàííîãî
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ; 

3) âîçìîæíîñòü ïîâòîðåíèÿ ýòîãî
ñïîñîáà óòî÷íåíèÿ (èòåðàöèÿ). 

Íà÷í¸ì ñî âòîðîãî. Ïóñòü íàì 

íàäî âû÷èñëèòü a  è  âûáðàííîå 

íàìè ïðèáëèæåíèå 0x  ìåíüøå èñ-

òèííîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ, ò. å. 

0 ;x a  òîãäà ÷èñëî
0

a
a

x
 (è íà-

îáîðîò). Ïîýòîìó èõ ïîëóñóììà  

1 0
0

1

2

a
x x

x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

áóäåò íàõîäèòüñÿ áëèæå ê èñêîìîìó 

êîðíþ, ÷åì 0,x  òî åñòü 1x a

0a x  (ñäåëàéòå ðèñóíîê è ïðî-

âåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!). 
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîîáðàæåíèå 3):

åñëè ïîëó÷åííîé òî÷íîñòè âû÷èñëå-
íèé  íåäîñòàòî÷íî, òî ìîæíî ïîâòî-
ðèòü îïèñàííûé âûøå ñïîñîá óòî÷-
íåíèÿ, íà÷èíàÿ óæå ñ íàéäåííîãî 

çíà÷åíèÿ 1,x  è  íàéòè  äðóãîå  ïðè- 

áëèæ¸ííîå çíà÷åíèå   

2 1
1

1
.

2

a
x x

x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Òàêèå óòî÷íåíèÿ ìîæíî ïîâòî-
ðÿòü è äàëüøå, ïîêà ìû íå äîñòèã-
íåì íóæíîé òî÷íîñòè.  

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ 
ðåçóëüòàòà ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ 
ìîæíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïî 
îäíîé è òîé æå ôîðìóëå: 

 1
1

, 1, 2, 3,...
2n n

n

a
x x n

x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

  (1) 

Ìåòîäû âû÷èñëåíèé òàêîãî òèïà 

íàçûâàþòñÿ èòåðàöèîííûìè ïðî-
öåññàìè, à îäíîêðàòíîå âû÷èñëåíèå 

– èòåðàöèåé. (Ïðè ýòîì ãîâîðÿò,

÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõî-

äèòñÿ ê ÷èñëó ,b  åñëè nx b  ïðè

.)n
Íàêîíåö, îñòàíîâèìñÿ íà ïåðâîì 

ñîîáðàæåíèè Ãåðîíà, â êîòîðîì îí 

ïðåäëàãàåò âûáèðàòü â êà÷åñòâå 0x
öåëîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî áëè-
æå âñåãî ðàñïîëîæåí ê ÷èñëó a. Íî 
íà÷àëüíîå ïðèáëèæ¸ííîå çíà÷åíèå 

0x  ìîæíî âûáèðàòü è èç êàêèõ-òî

äðóãèõ ñîîáðàæåíèé. Áîëåå òîãî, 

åñëè áû ìû âûáðàëè â êà÷åñòâå 0x
ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, 
òî îïèñàííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ 

âñ¸ ðàâíî бы ñõîäèлñÿ ê .a  (Êî-

íå÷íî, ýòî óòâåðæäåíèå òðåáóåò äî-
êàçàòåëüñòâà, íà êîòîðîì ìû çäåñü 
íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ.) 

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëü-

òàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ÷èñëà 3.  
Ñîâïàäàþùèå çíàêè äâóõ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ èòåðàöèé â ýòîé òàáëèöå 
âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì. Âèäíî, 
÷òî äåñÿòè÷íûå çíàêè áûñòðî ñòàáè-
ëèçèðóþòñÿ (ïåðåñòàþò ìåíÿòüñÿ) è 

ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 
çíàêè, ñîâïàâøèå íà äâóõ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ, íå áó-
äóò ìåíÿòüñÿ è âïðåäü. Òåì ñà-
ìûì ìû ìîæåì îöåíèòü ïîãðåø-
íîñòü ïðèáëèæåíèÿ è îñòàíîâèòüñÿ 
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íà øàãå ñ íóæíîé íàì òî÷íîñòüþ 
âû÷èñëåíèé. Óæå íà 3-ì øàãå ìû 
ìîæåì ðó÷àòüñÿ çà òûñÿ÷íûå, à íà 
5-ì – çà äåñÿòèìèëëèîííûå! 

Òàáëèöà 1 

Èòåðàöèÿ Çíà÷åíèå

0 (íà÷àëüíîå 
ïðèáëèæåíèå) 

1 

1 2

2 1,75 

3 1,732142857 

4 1,732050810 

5 1,732050808 

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå ìåòîäîì 

Ãåðîíà  ïðèáëèæ¸ííîå çíà÷åíèå 

äëÿ 2  ñ òî÷íîñòüþ äî 710 ,  íà-

áëþäàÿ çà äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè 

ïðèáëèæåíèé и âûïèñûâàÿ ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëåíèé â òàáëèöó. 
Ñêîëüêî ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ýòîãî 
èòåðàöèé? 

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ïðèáëèæ¸ííîãî 

âû÷èñëåíèÿ êóáè÷åñêèõ êîðíåé 

âèäà 3 a  íåòðóäíî ïðèäóìàòü «àíà-

ëîã ìåòîäà Ãåðîíà»: 

1 2
1

, 1, 2, 3,...
2n n

n

a
x x n

x

⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

(2)

Ïðîâåðüòå ñõîäèìîñòü ýòîãî 
ïðîöåññà. 

Ìåòîä Íüþòîíà 

Â 1669 ãîäó êðóïíåéøèé àíãëèé-
ñêèé ó÷¸íûé Èñààê Íüþòîí (1643–
1727) îïèñàë ñïîñîá ïðèáëèæ¸ííîãî 
ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, 
êîòîðûé äî ñèõ ïîð øèðîêî èñïîëüçó-
åòñÿ. Ñíîâà ïðåäîñòàâèì ñëîâî àâòîðó.  

«Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâ-
íåíèå  

3 2 5 0,x x            (3)

è 2 ïðåäñòàâëÿåò òî ÷èñëî, êîòîðîå 
îòëè÷àåòñÿ îò èñêîìîãî êîðíÿ ìåíü-
øå, ÷åì íà ñâîþ äåñÿòóþ ÷àñòü. Òî-

ãäà ÿ ïîëàãàþ 2 p x  è ïîäñòàâ-

ëÿþ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå, 
ïðè÷¸ì ïîëó÷èòñÿ íîâîå: 

3 26 10 1 0,p p p        (4)

ó êîòîðîãî ñëåäóåò îïðåäåëèòü êî-
ðåíü p, ÷òîáû ïðèáàâèòü åãî ê ïåð-
âîìó ðåçóëüòàòó. Îòñþäà (ïðåíåáðå-

ãàÿ 3 26p p
 

ïî
 

ìàëîñòè), èìååì

ïðèáëèçèòåëüíî 

10 1 0,p

èëè 0,1.p
Ïîýòîìó ÿ ïèøó â ðåçóëüòàòå 0,1 

è  ïîëàãàþ 0,1 ;q p  ýòî âûðàæåíèå

ÿ ïîäñòàâëÿþ, êàê è ðàíüøå, ïðè÷¸ì  
ïîëó÷àåòñÿ 

3 26,3 11,23 0,061 0.q q q

…Óðàâíåíèå ïî÷òè ñîîòâåòñòâóåò
èñòèíå, èëè q ïî÷òè ðàâíî –0,0054… 

Ïîëàãàÿ 0,0054 ,r q  ÿ ýòî âû-

ðàæåíèå ïîäñòàâëÿþ, êàê ðàíüøå, è 
ïðîäîëæàþ ýòè îïåðàöèè ñêîëüêî 
óãîäíî ðàç». [2, c. 83–85.]  

Äàâàéòå ðàçáåð¸ìñÿ â ýòîì òåê-
ñòå. Èòàê, Íüþòîí çàìåòèë, ÷òî êî-
ðåíü óðàâíåíèÿ (3) áëèçîê ê ÷èñëó 2. 
Îáîçíà÷èâ ÷åðåç p ïîïðàâêó, îí ñî-
ñòàâèë óðàâíåíèå (4) äëÿ p. Îíî, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íè÷óòü íå ïðîùå èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ (3). Íî òóò Íüþ-
òîí âûñêàçûâàåò ãëàâíóþ èäåþ ìå-

òîäà: èñïîëüçóÿ ìàëîñòü ïîïðàâ-
êè, ìîæíî ðåçêî óïðîñòèòü 
óðàâíåíèå äëÿ å¸ ïðèáëèæ¸ííîãî 
âû÷èñëåíèÿ. À èìåííî, îí ïðåäëà-

ãàåò îòáðîñèòü â óðàâíåíèè (4) âñå 
÷ëåíû ñòàðøå ëèíåéíîãî, òàê êàê 
îíè áëèçêè ê 0. Òàêîå äåéñòâèå íà-

çûâàåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå, êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ. Ïî-
ïðàâêà p íàéäåíà, êîíå÷íî, íå ñî-
âñåì òî÷íî, è åñëè ìû õîòèì âû÷èñ-
ëèòü  êîðåíü óðàâíåíèÿ òî÷íåå, òî 
ìîæíî íàéòè ÷èñëî q – «ïîïðàâêó ê 

ïîïðàâêå ð», ïîäñòàâèâ å¸ â èñõîäíîå 
óðàâíåíèå (4) äëÿ p è òî÷íî òàê æå 
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ëèíåàðèçîâàâ. Òàêèå äåéñòâèÿ 
ìîæíî ïðîäîëæàòü, è, êàê ïðàâè-
ëî, ýòè ïîïðàâêè ñ êàæäûì øàãîì 
áóäóò óìåíüøàòüñÿ (ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå), è ïî äîñòèæåíèè 
íóæíîé íàì òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé 
ìû ýòîò ïðîöåññ çàêàí÷èâàåì. Òàê, 
â ïðèìåðå Íüþòîíà èìååì ñëå-
äóþùåå ïðèáëèæ¸ííîå çíà÷åíèå 
äëÿ èñêîìîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ:  

2 2 0,1 0,0054 2,0946.x p q
Ïðèìåíèì ìåòîä Íüþòîíà ê âû-

÷èñëåíèþ ïðèáëèæ¸ííîãî çíà÷åíèÿ 
ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ 

2 0,x a  òî åñòü äëÿ ïðèáëèæ¸ííî-

ãî âû÷èñëåíèÿ .a  Îáîçíà÷èì íà-

÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ÷åðåç 0x  è

ïîëîæèì 1 0 ,x x p  ãäå ÷èñëî ð

äîñòàòî÷íî ìàëî. Òîãäà 
2 2
1 0

2 2 2
0 0 0 0

( )

2 2

x a x p a

x x p p a x x p a

(îñòàâëÿåì òîëüêî ëèíåéíóþ ïî p 

÷àñòü). Ðåøèâ óðàâíåíèå 
2

0 02x x p

0a  îòíîñèòåëüíî p, ïîëó÷èì

a x
p

x

2
0

0
,

2
 

è ñëåäîâàòåëüíî,  

1 0 0
0

1
.

2

a
x x p x

x

⎞⎛

⎟⎜
⎟

⎝ ⎠

Ïðèìåì çà íîâîå ïðèáëèæåíèå 

íàéäåííîå ÷èñëî 1x  è ïîëîæèì

2 1 .x x q  Äåéñòâóÿ êàê è âûøå,

äëÿ íîâîé ïîïðàâêè 
2

1

12

a x
q

x
íàéä¸ì íîâîå ïðèáëèæ¸ííîå çíà÷å-

íèå 2x  òàêîå, ÷òî

2
1

2 1 1
12

a x
x x q x

x
2 2 2
1 1 1

1
1 1 1

2 1
.

2 2 2

x a x x a a
x

x x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïîëó÷àåì îïè-
ñàííûé âûøå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ 
Ãåðîíà  

1
1

, 1, 2, 3,...
2n n

n

a
x x n

x

⎞⎛

⎟⎜
⎟

⎝ ⎠

Èòàê, ìåòîä Ãåðîíà äëÿ ïðèáëè-
æ¸ííîãî èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíûõ 
êîðíåé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì 
ìåòîäà, îòêðûòîãî Íüþòîíîì ìíîãî 
ñòîëåòèé ñïóñòÿ.  

Â ïðèâåä¸ííîé ôîðìóëèðîâêå 
ìåòîäà Íüþòîíà ïðèõîäèòñÿ íà êà-
æäîì øàãå äåëàòü çàìåíó, âûïèñû-
âàòü íîâîå óðàâíåíèå, ëèíåàðèçîâû-
âàòü åãî. Îäíàêî äëÿ ëþáîãî äàííîãî 
óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü ýòè 
äåéñòâèÿ îäèí ðàç â îáùåì âèäå è 
ïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâîé èòåðàöèîííîé 
ôîðìóëîé. Ñîîòå÷åñòâåííèê Íüþòî-
íà Äæ. Ðàôñîí â 1690 ãîäó ïðîèçâ¸ë 
ìîäèôèêàöèþ ýòîãî ìåòîäà Íüþòîíà. 
Îí íàõîäèë ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðè-

áëèæåíèÿ 1,x  2,x  3,...x  ïî îäíîé è

òîé æå ôîðìóëå è íå ïîëüçîâàëñÿ 
ïðîìåæóòî÷íûìè óðàâíåíèÿìè ñ 
ïîñëåäóþùèìè èõ ëèíåàðèçàöèÿìè. 
Îí ïîêàçàë (èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ïðî-
èçâîäíîé), ÷òî âñå ïîïðàâêè Íüþòî-
íà ìîæíî áðàòü ïî åäèíîé ôîðìóëå, 
ïîëó÷èâ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (ðå-
êóððåíòíóþ ôîðìóëó) â âèäå  

1
( )

, 0, 1, 2,...
'( )

n
n n

n

f x
x x n

f x
   (5) 

Â òàêîì âèäå ìåòîä Íüþòîíà èç-
ëîæåí Ë. Ýéëåðîì â «Îñíîâàíèÿõ 
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ» â 
1755 ãîäó, è èìåííî â òàêîì âèäå 
ýòèì ìåòîäîì ïîëüçóþòñÿ ñåé÷àñ, 

íàçûâàÿ åãî ìåòîäîì êàñàòåëü-
íûõ Íüþòîíà. 

Òàêîå íàçâàíèå ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë 
áëàãîäàðÿ åãî íàãëÿäíîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé èíòåðïðåòàöèè. Íàïðèìåð, äëÿ 
óðàâíåíèÿ èç ðóêîïèñè Íüþòîíà ñòðî-

èì ãðàôèê 3 2 5.y x x  Ïðîâîäèì

êàñàòåëüíóþ ê òî÷êå ãðàôèêà ñ àáñöèñ-

ñîé 0x  è íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
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1x
 

ýòîé êàñàòåëüíîé ñ îñüþ àáñöèññ. Èç

òî÷êè ãðàôèêà ñ àáñöèññîé 1x  ñíîâà

ïðîâîäèì êàñàòåëüíóþ è ò. ä. (ðèñ. 1). 
Ïðîâåðüòå, ÷òî òàêàÿ «ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ïðîöåäóðà» ïðèâîäèò ê ôîðìó-
ëàì (5). 

Óïðàæíåíèå 2. Ïðèìåíèòå ìå-
òîä êàñàòåëüíûõ Íüþòîíà ê óðàâ-

íåíèþ 3 0.x a  Ñðàâíèòå ïîëó-

÷èâøèéñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ  

ôîðìóëîé (2). Ñðàâíèòå ñêîðîñòè 
ñõîäèìîñòè ýòèõ äâóõ ïðîöåññîâ. 

Ðèñ. 1 

Îñîáåííîñòè ìåòîäà Íüþòîíà

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Íüþ-
òîíà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âû-

áîðå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ 0x  â èòå-

ðàöèîííîì ïðîöåññå (5). À èìåííî, 

êàê íóæíî âûáðàòü 0,x  ÷òîáû ìåòîä

êàñàòåëüíûõ Íüþòîíà ñõîäèëñÿ (èëè 
ðàñõîäèëñÿ)?    

Ñàì Íüþòîí â ðàçîáðàííîì èì 
ïðèìåðå äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè 
íå ïðèâîäèë, îãðàíè÷èâàÿñü òàêèì 
çàìå÷àíèåì: «Äîêàçàòåëüñòâî åãî (ìå-
òîäà) ÿâñòâóåò èç ñàìîãî ñïîñîáà äåé-
ñòâèÿ, íà îñíîâàíèè ÷åãî åãî ëåãêî â 
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè âñïîìíèòü». Íî, 
êàê ìû óâèäèì íèæå, çäåñü íå âñ¸ 
îáñòîèò ïðîñòî. Íàïðèìåð, êàêèå îñî-
áåííîñòè èìååò ìåòîä, åñëè óðàâíå-
íèå òðåòüåé ñòåïåíè èìååò òðè ðàç-
íûõ êîðíÿ? Ïîëíîñòüþ îòâåòèòü íà 
ýòîò âîïðîñ çäåñü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ 
âîçìîæíûì. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðå-
íèåì óðàâíåíèÿ  

3 0x x    (6) 

ñ êîðíÿìè 0; 1.x

Óïðàæíåíèå 3. Íàïèøèòå èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ äëÿ óðàâíåíèÿ (6). 
Èññëåäóéòå åãî ñõîäèìîñòü äëÿ íà-

÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé 0x  îò –1,5 äî

1,5 (ñêàæåì, ñ øàãîì 0,1) è ïîïðî-
áóéòå çàìåòèòü (íàïðèìåð, ãðàôè÷å-
ñêè) ðàçíûå ñëó÷àè ñõîäèìîñòè ìå-
òîäà Íüþòîíà.  

Î ðåçóëüòàòàõ ïîëíîãî èññëåäî-
âàíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà 
äëÿ óðàâíåíèÿ (6), êîòîðîå ìû çäåñü 

íå ïðîâîäèì, ìîæíî ñóäèòü ïî ðèñ. 2, 
ãäå êàæäûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ 
ïîìå÷åí ñâîèì öâåòîì. Òåì æå öâå-
òîì ïîìå÷åíî êàæäîå èç ìíîæåñòâ 

òåõ òî÷åê, íà÷àâ ñ ëþáîé òî÷êè x0
êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðà-
öèé Íüþòîíà ñõîäèòñÿ  ê ñîîòâåòñò-
âóþùåìó êîðíþ. 

... ...

0 x

y

0O1 1 1�1 ��

�

1
5

�

1
3

1
3

1
5

Ðèñ. 2 

Èòàê, ó êàæäîãî êîðíÿ åñòü ñâîÿ 

çîíà ïðèòÿæåíèÿ. Åñëè íàøå íà-

÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå 0x  ïîïàä¸ò â

ïðàâèëüíóþ çîíó, òî ïðîöåññ ñîé-
ä¸òñÿ ê íóæíîìó íàì êîðíþ. Íà-

ïðèìåð, åñëè 0
1

,
3

x  òî 1,nx  à

åñëè 0
1

,
3

x òî 1.nx  Êðîìå

òîãî, íà îñè Îõ èìåþòñÿ òî÷êè, íà-
÷èíàÿ ñ êîòîðûõ ìåòîä êàñàòåëüíûõ 
Íüþòîíà íå ñõîäèòñÿ (èõ íóæíî îò-
ìåòèòü íîâûì, ÷åòâ¸ðòûì, öâåòîì; 
ïóñòü ýòî áóäåò ÷¸ðíûé öâåò). Òàêè-
ìè òî÷êàìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ 

òî÷êè 1/ 3,  â êîòîðûõ ôóíêöèÿ

3( )p x x x  äîñòèãàåò ñâîèõ (ëî-
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25

êàëüíûõ) ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé. 
×¸ðíûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå òî÷êè 

1/ 5,  íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ ìåòîä

Íüþòîíà ñðàçó çàöèêëèâàåòñÿ: åñëè, 

íàïðèìåð, 0 1/ 5,x  òî 1 1/ 5x

è 2 01/ 5x x  (åñëè 0 1/ 5,x  òî

1 1/ 5,x  è 2 01/ 5 ).x x  Ïðîâî-

äÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû ñ 
ïðîâåäåíèåì êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó 

ôóíêöèè y x x3
 ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî òî÷åê ÷¸ðíîãî öâåòà (îòëè÷íûõ 

îò  1/ 3  è 1/ 5)  áåñêîíå÷íî

ìíîãî, è îíè äåëÿò èíòåðâàëû 

( 1/ 3; 1/ 5)  è  (1/ 5; 1/ 3)  íà

îñè Îõ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áîëåå 

ìåëêèõ èíòåðâàëîâ n n1( ; ),  

n n 1( ; ),  íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ

(âûáðàâ â îäíîì èç íèõ êàêîå-ëèáî 

çíà÷åíèå 0)x  ïðîöåññ Íüþòîíà ñõî-

äèòñÿ ê òîìó èëè èíîìó êîðíþ 
óðàâíåíèÿ (6). À èìåííî (ðèñ. 2):  

a) âñå òî÷êè ( )nx n N  ÿâ-

ëÿþòñÿ ÷¸ðíûìè òî÷êàìè (òî÷êàìè 
ðàñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà); áî-

ëåå òîãî, åñëè 0 nx  (ïðè êàêîì-òî

ôèêñèðîâàííîì n), òî èòåðàöèîííûé 
ïðîöåññ çàöèêëèâàåòñÿ;  

á) 1 , 1, 2, 3,...n n n  è ïðè

êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n N  âñå

òî÷êè êàæäîãî èç äâóõ èíòåðâàëîâ 

1( ; )n n  è 1( ; )n n  îêðàøåíû

â îäèí öâåò, íî öâåòà èíòåðâàëîâ 
ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íû; 

â) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå 

1
lim ;

5
n

n

ã) åñëè x0 ( 1/ 5; 1/ 5),  òî

ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèòñÿ ê êîðíþ 

0x  óðàâíåíèÿ (6).

Óïðàæíåíèå 4. Íàéäèòå çîíû 

ïðèòÿæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ a
ìåòîäîì Ãåðîíà–Íüþòîíà. 

Çàìå÷àíèå 2. Èòåðàöèîííûé ìå-
òîä Íüþòîíà ìîæíî ïðèìåíÿòü è 
äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áî-
ëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé (è äàæå äëÿ 
ïðèáëèæ¸ííîãî âû÷èñëåíèÿ åãî êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé!).  

«Óðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé 
ðåøàþòñÿ ñîâåðøåííî òàê æå», – 

çàìå÷àåò Íüþòîí è òóò æå ïîä÷åð-
êèâàåò ñâîþ îñíîâíóþ èäåþ ëèíåà-
ðèçàöèè: «Äåëî áóäåò ê êîíöó îá-
ëåã÷åíî, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî çäåñü, 
åñëè òû áóäåøü ïîñòåïåííî îòáðà-
ñûâàòü ïåðâûå åãî ÷ëåíû». 

Îäíàêî óæå íà ïðèìåðå ïðîñòåé-
øåãî óðàâíåíèÿ (6) ìû «âèäåëè òå 
êðàñîòû», êîòîðûå íàñ îæèäàþò, åñëè 
ïûòàòüñÿ íàéòè çîíû ïðèòÿæåíèÿ 
âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ è ìíîæåñòâî 
ðàñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà. 

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ ðàññìîò-

ðåíèé ìû ïðåäëàãàåì èçó÷èòü çî-
íû ïðèòÿæåíèÿ è ìíîæåñòâî ðàñ-
õîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà 
Íüþòîíà äëÿ óðàâíåíèé ÷åòâ¸ðòîé 

ñòåïåíè âèäà x x px q4 2 0  (ê

òàêèì äâóì óðàâíåíèÿì ñâîäèòñÿ 
ïðàêòè÷åñêè ëþáîå èç óðàâíåíèé 

÷åòâ¸ðòîé ñòåïåíè). Ýòîò èññëåäî-

âàòåëüñêèé ïðîåêò ìîæåò ñòàòü 
îñíîâîé äëÿ ïîäãîòîâêè äîêëàäà íà 
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè øêîëüíèêîâ. 

Àâòîð áëàãîäàðåí Ý.Ý. Øíîëþ 
çà ïîìîùü â ðàáîòå. 
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