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Конкурсные и олимпиадные  
задачи на экстремум 

 
 

 
В последние годы на ЕГЭ задачи 

на экстремум предлагаются только на 
профильном уровне, и при этом не 
требуется предоставления полного 
решения, только ответ. По содержа@
нию  это исследование конкретно за@
данной функции на экстремум с помо@
щью производной или на нахождения 
наименьшего и наибольшего значений 
функции на некотором отрезке. Такие 
задачи легче приведённых ниже за@
дач 1  4. 

Конкурсные и олимпиадные за@
дачи на экстремум могут быть по ал@
гебре, планиметрии и стереометрии. 
Последние относятся к задачам повы@
шенной сложности. 

Часть задач, связанная конкретно 
с исследованием на экстремум, может 
быть решена, как правило, на основе 
одного из трёх способов: 

1. Применение неравенства о 
среднем геометрическом и среднем 

арифметическом и его следствий (по@
дробно см. статью в нашем журнале 

8  2016 , . 17). 
2. Использование экстремаль@

ного свойства квадратичной функции 
y(x)  ax2  bx  c, a  0. 

Из равенства 
2 2

2

2 4
b b

ax bx c a x c
a a

 

 

следует, что функция y(x)  
 ax2  bx  c имеет при a  0 

наименьшее значение и при a  0 

наибольшее значение, равное 
2

,
4
b

c
a

 

при .
2
b

x
a

 

3. Сведение к исследованию 
функции на экстремум с помощью 
производной. Здесь важно знание точ@
ных определений максимума и мини@
мума функции в точке, определение 
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критической точки функции и приме@
нение теоремы о достаточном условии 
экстремума: 

Теорема. Если функция f(x) непре@
рывна в точке а, имеет производную в 
некоторой «проколотой» окрестности 
точки а (т. е. окрестность точки а без 
самой точки) и слева, и справа от точки 
а производная имеет разные знаки, то 
а  точка экстремума. Причём, 
если f’(x)   0 слева, f’(x)   0 справа, то 
а  точка минимума; если же слева 
f’(x)   0, справа f’(x)   0, то а  точка 
максимума.         

Часто говорят о смене знака про@
изводной с « » на « », обозначают на 
оси точку а и знаки производной 
слева и справа, указывают убывание 
и возрастание функции по теореме о 
монотонности  это помогает лег@ 
че установить минимум (соответ@
ственно, смена знака с « » на « » 
даёт максимум). 

Ниже указано, из каких олимпиад 
взяты задачи по стереометрии. За@
дачи по алгебре и планиметрии  это 
аналоги задач из олимпиад различ@
ных университетов (МГУ, МФТИ, 
МЭИ, НГУ, СПГУ и др.).  

Задача 1. Найти точки экстремума 
функции y(x)  x3  5x2  3x  1.   

Решение. Данная функция  мно@
гочлен, определена, непрерывна и 
дифференцируема на всей оси. Нахо@
дим производную  

y’  3x2  10x  3 

и определяем критические точки там, 
где производная равна нулю: 

' 0 3 1 ( 3) 0

1/3,

3.

y x x

x

x

Рассмотрим знаки производной, 
применив метод интервалов (рис. 1). 

Рис. 1 

На рис. 1 указано также монотон@
ное возрастание и убывание функции 
на соответствующих интервалах. 

По теореме о достаточных усло@
виях экстремума функция y(x) имеет 

в точке 
1
3

x  максимум (производ@

ная слева отрицательна, справа  по@

ложительна), 
1 14

;
3 27

y а в точке 

x  3 функция имеет минимум (про@
изводная меняет знак с « » на « »), 

3 10.y

Ответ. 
1
3

x точка максимума, 

3x точка минимума. 
Замечание 1. Найденные точки 

экстремума правильнее называть 
точками локального максимума и точ@
ками локального минимума, ведь само 
определение максимума и минимума 
даётся для некоторой окрестности 
точки (локальный  местный, свой@
ственный данному месту). 

Замечание 2. Такое исследова@
ние кубической функции y(x) позво@
ляет определить число нулей уравне@
ния y(x)  0. На рис. 2  эскиз графика 
функции y(x) из задачи 1 (масштаб на 
оси ординат уменьшен). Отметим 
точки экстремума и значения функ@
ции в них, учтём монотонность в соот@
ветствии со знаками производной, от@
метим y(0)   1 и проведём через ха@
рактерные точки плавную кривую. 

Из рис. 2 легко понять, что уравне@
ние x3  5x2  3x  1  0 имеет един@
ственный корень и он лежит в интер@
вале (4; 5), так как y(4)  0, y(5)  0. 

�

x

�

3

y ��

1 3�
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Рис. 2 

Задача 2. Найти наибольшее зна@
чение функции 

cos2 5sin 12 .x xy

Решение. Функция 2zy пока@

зательная с основанием а  2  1, эта 
функция монотонно возрастающая. 
Её наибольшее значение принима@
ется в той точке, в которой показа@
тель имеет наибольшее значение. 

Преобразуем показатель  

2

2

cos2 5sin 1 1 2sin 5sin 1,

2sin 5sin 2.

x x x x

z x x x

Функция z x квадратичная от@

носительно sinx. Положим sinx  t и 
исследуем функцию z(t)  2t2  5t  2 
на отрезке [ 1; 1]. Выделив полный 
квадрат, запишем  

25 25
2 2 .

4 8
z t t  

Наибольшее значение функция z(t) 

принимает в точке 
5
,

4
t  но эта точка 

не лежит на отрезке [ 1; 1]. Точка 
максимума функции z(t) лежит пра@
вее точки z  1, следовательно, на 
отрезке [ 1; 1] z(t) монотонно воз@
растает и принимает своё наибольшее 
значение в точке t  1. Итак, 

5
maxmax 1 5 è 2 .z z y  

Ответ. 25. 
Задача 3. Найти наименьшее зна@

чение функции 

 

2ln 3 ln 3 ïðè 1.y õ x x x õ

Решение. При 1õ  функция 

y(1)  3. Исследуем функцию на экс@
тремум при х  1. Функция непре@
рывна, дифференцируема. Найдём её 
производную:  

2

2

' ln 3 ln 3

1 1
2 ln 3 ln ln .

y x x

x x x x
x x

Пусть lnх  t. По условию х  1, 
значит, lnх  0 и t  lnх монотонно 
возрастает на интервале (1; ). 
Имеем 

y’  t2  t   t(t  ).

Производная при t  0 обращается в 
ноль только в точке t  1. Слева от 
точки t  1 производная меньше нуля, 
справа  больше нуля. По теореме о 
достаточном условии экстремума 
функция y(t) имеет минимум в точке 
t  1, т. е. когда lnх  1, х  e, 
y(e)  e  3. Наименьшее значение 
функции равно e. 

Ответ. e. 
Задача 4. Найти наименьшее и 

наибольшее значения функции 

y(x)  4x  6|x  2|  x2  

на отрезке [ 1; ]. 

Рис. 3 
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Решение. По определению модуля 

2 , åñëè 2,
2

2, åñëè 2,

x x
x

x x

поэтому 

2

2

2 12,åñëè 1 2,

10 12,åñëè 2 4.

x x x
y x

x x x

На отрезке [ 1; ] y(x)  13  (x  1)2, 
в точке х   1 y(x)  13  (это вершина 
параболы), а на [ 1; ] она монотонно 
убывает до y(2)  4. (Можно было 
взять производную y’   2x  2, y  0 
при ( 1;2).x  На отрезке [ ; ] 

y(x)  13  (x  5)2, это парабола, вер@
шина её в точке x  5, которая лежит 
правее точки x  4. Значит, y(x) воз@
растает от y(2)  4 до y(4)  12. Эскиз 
графика дан на рис. 3. На отрезке 
[ 1; ] наименьшее значение функции 
равно y(2)  4, наибольшее значение 
равно y( 1)  13. 

Ответ. 4 и 13. 
Задача 5. Найти минимум и мак@

симум функции х  2y при выполне@
нии условия 

23 2 4 5.x xy y

Решение. Обозначим t  x  2y, 
тогда x  2y  t  и условие примет 
вид 

2 220 14 3 5 0.y yt t

Необходимо установить границы из@
менения t при всех допустимых зна@
чениях y. 

Квадратичная функция f(y)  ay2  
 by  c с положительным коэффици@

ентом а может принимать отрица@
тельные значения только в интервале 

между её корнями. Значит, 0f y

лишь при дискриминанте 0.D  Это и 
есть условие на допустимые значения 
y. Имеем

2 2

2

14 4 20 3 5

4 10
10

0 ïðè0 11 , .
11

D

D t

t t

t

Ответ. 
10 10

2 .
11 11

x y

Задача 6. Среди всех решений 
системы 

2 2

2,

2 4 4

3 2

y x y

y x

x

найти такое, при котором при@ 
нимает наименьшее значение вы@ 
ражение 

2 2( , ) 4 6 13.F x y x y x y

Решение. Прямая 3 2 2y x

разделяет координатную плоскость 
на две полуплоскости; множество 
точек, удовлетворяющих неравен@
ству 3 22 ,y x  лежит выше этой 

прямой и на самой прямой.  
Второе неравенство системы пе@

репишем в виде 2 21 2 9.x y

Оно определяет множество точек 
круга радиуса 3 с центром в точке 
А(1; 2). Всё множество М решений 
системы  пересечение указанных 
множеств (рис. 4).   

Рис. 4 

B ( 2; 3)� �

D

y

x

M ( ; )x y
A (1; 2)

3 2y x� 2�

0
0

M
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Выражение  

2 2

2 2

( , ) 4 6 13

2 3

F x y x y x y

x y

равно квадрату расстояния от фикси@
рованной точки 2; 3B  до точки

М(х; y), действительно, 
2 22 3 .MB x y

Для точек М(х; y) из множества М ре@
шений системы наименьшее значение 
МВ равно наименьшему расстоянию 
от точки В до точек множества М. 

Оно равно длине перпендикуляра 
из точки В на прямую 3 22 ,y x  

если основание перпендикуляра при@
надлежит отрезку СD. 

Для прямой 3 2 2y x  уравнение 

перпендикулярной ей прямой будет 
2 3y x b  (две прямые 1 1y k x b  и

2 2y k x b  перпендикулярны, если

1 2 1),k k  значение b находится из

условия, что перпендикулярная пря@
мая проходит через точку В(  2;  3). 
Подставляя х   2, y   3, получаем 
b  0. Точка пересечения пря@ 
мых 3 2 2y x  и 2 3 0y x  легко 

находится: 0 0
4 6

, .
13 13

x y  Точка 

М0(х0; y0) принадлежит кругу: 
2 2

0 01 2 9,x y  значит, точка 

М0 лежит на отрезке СD и 

0min ( , ) .F x y M B

Ответ. 
4 6

; .
13 13

Задача 7. Среди всех равнобед@
ренных треугольников с одинаковой 
медианой длины m к боковой стороне 
найти треугольник с наибольшей пло@
щадью. Найти угол при вершине этого 
треугольника и его площадь. 

Решение. Рассмотрим равнобед@
ренный треугольник ABC с основа@
нием AC, медианой AМ к боковой 
стороне, AM  m (рис. 5). Пусть 

 ABC   и AB  BC  x.   
Применим теорему косинусов к 

треугольнику ABМ:  

2
2 2

2 2

2
2

2 cos
2 2

5
cos

4

4
.

5 4cos

x x
m x x

m x

m
x

По формуле площади треуголь@

ника 
1

sin
2

S ab C  имеем ABCS S

21
sin .

2
x  Подставив выражение 

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

M

CA

B

m

x

�

Ðèñ. 5

t

2
0 �

0

0,8 t cos� �

�

Ðèñ. 6

�

1
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для х2, получим 2 sin
2 ,

5 4cos
S m  

т. е. .S S

Находим производную 

2
2

5cos 4
2 ,

5 4 cos
S m'

S’  0 при 0 0cos 0,8, arccos0,8,

угол 0  острый. На промежутке

0; cos
2

 убывает (рис. 6), поэтому 

при 0  производная положитель@

ная (cos 0,8),  а при 0  произ@

водная отрицательная (cos 0,8).  
По теореме о достаточном условии 
экстремума точка 0  точка макси@

мума. Находим 0sin 0,6  и наиболь@

шую возможную площадь треуголь@

ника 2
0

2
.

3
S m

Ответ. 22
arccos0,8 è .

3
m

Задача 8. (МЭИ) В равнобед@ 
ренной трапеции ABCD большее ос@
нование AD  8, острый угол при ос@
новании равен . Диагональ трапе@
ции перпендикулярна её боковой 
стороне. Найти значение , при ко@
тором площадь трапеции будет 
наибольшей. Найти это значение 
площади.   

Решение. В равнобедренной тра@
пеции с основанием BC  b, AD  a 
(b  a), из BF  AD и CE  AD сле@ 

дует 
2
a b

AF ED  и 
2
a b

AE

(рис. 7). 
По условию треугольник AСD 

прямоугольный с гипотенузой AD, 
CE  высота к гипотенузе, 

 CDE  , поэтому  АСE  .  
Из прямоугольных треугольников 
ACD  и  CЕD  имеем:    

Рис. 7 

2

cos , sin cos sin ,

sin , sin sin .

CD a CE CD a

AC a AE AC a

Итак, 2sin ,
2
a b

AE a  вы@

сота трапеции cos sin ,CE h a  

площадь трапеции  
2
a b

S h

2 3sin cosa   функция аргу@

мента . 
Находим производную: 
 

2 2 2 4

2 2 2 2

3 sin cos sin

sin cos 3 tg ,

S a

S a

'

'

угол   острый, sin 0, cos 0.    

На интервале 0;
2

 производная 

обращается в нуль при tg 3,  т. е. 

при .
3

 На интервале 0; tg
2

 

монотонно возрастает, поэтому при 

3
 производная положитель@ 

на, а при 
3

 отрицательна. По 

теореме о достаточном условии экс@
тремума функция S( ) принима@ 
ет максимальное значение при 

60 .
3

a

a b�

2

D

CB

A F E

b

�

a b�

2

�
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При этом 

2

max
3 1

64 12 3.
3 2 2

S S  

Ответ. ; 12 3.
3

 

Задача 9. (МФТИ) Все рёбра пра@
вильной призмы ABСA1B1С1 имеют 
длину a, ABС  основание призмы. 
Точка М лежит на диагонали BС1, 
точка N  на диагонали СА1 боковых 
граней. Отрезок МN параллелен 
плоскости ABB1A1. Найти наимень@
шую возможную длину отрезка МN.   

Решение. Возьмём некоторую 
точку М на диагонали BС1 и проведём 
через неё плоскость DEFG, параллель@
ную плоскости ABB1A1 (рис. 8). Эта 
плоскость пересечёт отрезок СА1 в 
точке N такой, что отрезок МN парал@
лелен плоскости ABB1A1, так как он ле@
жит в плоскости DEFG, ей параллель@
ной. Положение точки М однозначно 
определяет отрезок МN.  

Из параллельности плоскостей 
следует DE || BB1, GF || AA и DG || BA.  

Пусть 1.BM x BC  Поскольку

BB1С1С  квадрат со стороной a,  

 BDМ   BС1С, то 
1 1

,
BD DM BM

BC CC BC

откуда .BD DM x a     
Треугольник BCA  равносторон@

ний, DG || BA, треугольник DСG так@ 
же равносторонний, DC DG CG

.a x a   
Грань AA1С1С также квадрат, по@

этому 1 .CN CG a x

Рассмотрим четырёхугольник 
DMNG (рис. 9). Это прямоугольная 
трапеция (DM || GN, DM  DG), в ко@
торой , (1 ) .DM x a DG GN x a   

Если MP  GN, то DMPG  прямо@
угольник, (1 ) , ,MP x a PG xa  то@

гда 1 2 .PN x a

Из прямоугольного треугольника 
MPN находим длину отрезка МN: 

22

2

(1 ) 1 2

5 6 2 .

MN x x a

x x a

МN принимает наименьшее значе@
ние, когда подкоренное выражение 
принимает наименьшее значение. 
Так как  

2
2 3 1

5 6 2 5 ,
5 5

x x x  

2 1
min 5 6 2

5
x x при 

3
.

5
x  Зна@

чит, наименьшая возможная длина 

отрезка МN равна .
5

a

Ответ. .
5

a

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

A

A1

C1

C

G

B

a

xa

xa

xa

M
N

E

F

B1
a

Ðèñ. 8

D

M

(1 )� x a

Ðèñ. 9

N

G

P

xa

(1 )� x a

D
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Задача 10. («Покори Воробьёвы 
горы») В правильной треугольной пи@
рамиде высота, проведённая из вер@
шины основания к противоположной 
грани, равна 4. Найти наименьшее 
возможное значение полной поверх@
ности такой пирамиды. 

Решение. Основание пирамиды  
правильный треугольник ABС 
(рис. 10).  

Основание высоты DO совпадает с 
центром треугольника ABС. Если 
точка K  середина ребра АВ, то 
CK  AB и DK  AB, точка О лежит на 
высоте CK треугольника ABС и 

2
.

3
CO CK    

Точка С равноудалена от концов 
отрезка АВ, поэтому основание вы@
соты из точки С на грань ABD лежит 
на серединном перпендикуляре от@
резка АВ, т. е. на прямой KD (наклон@
ные равны  равны проекции), обо@
значим эту высоту CF (рис. 11). 

Рассмотрим треугольник CDK. 
Пусть сторона основания ABС равна 
а, DKC  . Имеем: 

3 3
, ,

2 6
a a

CK KO DO высота

пирамиды, CF  4  другая высота. 
Апофему DK обозначим h. Из 

 CFK следует sin ,CK CK  то есть 

3
4 sin ,

2
a

 откуда 
8

;
3 sin

a  а 

из DÎK  следует 
3

cos ,
6
a

h  от@

куда 
1 3 1 4 1

.
3 2 cos 3 sin cos
a

h

Полная поверхность пирамиды 
равна сумме площади основа@ 

ния 
2 3
4

a
 и трёх площадей боковых 

граней, равных 
1

,
2
ah  то есть 

2

ï
3 3

.
4 2

a
S ah  Подставив выра@

жения для a и h,  получим  

ï 2

2

ï 2

ï

16 1 1 1
sin cos3 3sin

cos 116

3 sin cos

16 1 cos

3 1 cos cos

16 1
.

1 cos cos3

S

S

S

Положим cos ,t  угол   ост@

рый, 0 cos 1 0;1 .t  Функ@

ция 21f t t t t t  квадра@

тичная, ветви параболы направлены 

вниз, âåðø
1
,

2
t  максимальное значе@

ние 
1 1

.
2 4

f t f      

Итак, максимальное значение 
произведения cos 1 cos  равно

1/4,  тогда    минимальное    значение 

À

C

B

D

K

O

F

O

a 3

2

	

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

D

C

a 3

6

K



2323Математика

ï
16 64

4 .
3 3

S  Это значение пло@

щадь полной поверхности принимает 

при 
1

cos , 60 .
2

   

Ответ. 
64

.
3

Задача 11. (Олимпиада школьни@
ков «Ломоносов») Найти наибольшее 
значение объёма треугольной пира@
миды, у которой противоположные 
рёбра попарно равны, а сумма длин 

всех рёбер равна 36 2.
Решение. Проведём через каждое 

ребро пирамиды ABСD плоскости, па@
раллельные противолежащим рёб@
рам, в пересечении плоскостей обра@
зуется параллелепипед (рис. 12).   

Рис. 12 

По условию противоположные 
рёбра пирамиды равны, например, 
AD  BС, а по построению B1С1  BС. 
Диагонали параллелограмма AB1DС1 
(нижние основание) равны, значит, 
AB1DС1  прямоугольник. Аналогич@ 
но устанавливается, что все грани 
построенного параллелепипеда   
прямоугольники. Из AB1  АС1 и 
AB1  АА1 следует, что АА1  вы@ 
сота параллелепипеда к основа@ 
нию AB1DС1. Положим АА1  H, 

1 1
,AB DCS S  тогда объём параллеле@

пипеда 1 .V SH  С другой стороны,

объём параллелепипеда равен сумме 
объёма V пирамиды ABСD и объёмов 
четырёх треугольных пирамид (со@
держащих вершины A1,B1,С1 и D1), в 
каждой из которых площадь основа@
ния составляет половину площади S 
параллелограмма AB1DС1, а высота 
совпадает с высотой параллелепи@
педа (например,  

1 1 1
1 1
3 6ADCC ADCV S CC SH ).  

Итак, 1 1
1

4 ,
6

V V V  откуда 

1
1 1

.
3 3

V V xyz

По неравенству Коши 
32 2 2

2 2 2 ,
3

x y z
x y z

равенство лишь в случае 2 2 2,x y z

откуда следует, что 

2 2 2

3
2 2 2 2

1 1
max max

3 3

1
3 3

V xyz x y z

x y z

при 2 2 2,x y z т. е. 31
max .

3
V x    

Вернёмся к нашей пирамиде. 
Пусть , ,AC BC a AB CD b AC

BD c  и по условию 18 2.a b c  
Из прямоугольных треугольников 
ADС1, AВB1, и AСС1 получим 

2 2 2 2 2 2 2 2 2, , ,a x y b x z c y z

откуда при 2 2 2x y z  следует
2 2 2 22 .a b c x  Значит, a b c

2;x  из 18 2a b c  находим 

6x  и определяем максимальное 
значение объёма пирамиды ABСD: 

31
max 72.

3
V x   

Ответ. 72. 
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