
30

Äâîðÿíèíîâ Ñåðãåé Âëàäèìèðîâè÷
Äîöåíò, êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ðåäàêòîð æóðíàëà «Ìàòåìàòèêà äëÿ øêîëüíèêîâ».

Ìàòåìàòèêà

Èòåðàöèè òðåóãîëüíèêîâ 
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðèÿ òðåóãîëüíèêà îòíîñèòåëü-

íî åãî ñòîðîí. 

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ÀÂÑ. Îòïðàâëÿÿñü îò íåãî, 
ïîñëåäîâàòåëüíî áóäåì ïî îïðåäå-
ë¸ííîìó ïðàâèëó ñòðîèòü äðóãèå 
òðåóãîëüíèêè. Ðàññìîòðèì òðè ïðÿ-
ìûå, íà êîòîðûõ ëåæàò ñòîðîíû 
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Íà ïåðâîì øàãå 
îòðàçèì êàæäóþ âåðøèíó òðåóãîëü-
íèêà ÀÂÑ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 
ïðîòèâîïîëîæíîé ïðÿìîé  ïîëó÷èì 
íîâûé òðåóãîëüíèê À1Â1Ñ1. Íà âòî-
ðîì øàãå ñ òðåóãîëüíèêîì À1Â1Ñ1 
ïîñòóïèì òî÷íî òàê æå, îòðàçèâ åãî 
âåðøèíû À1, Â1, Ñ1 ñèììåòðè÷íî îò-
íîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ 
Â1Ñ1, À1Ñ1, À1Â1,  ïîëó÷èì òðå-
óãîëüíèê À2Â2Ñ2. Áóäåì ïðîäîëæàòü 
ýòîò ïðîöåññ äàëüøå.  

 Çàäà÷à. Ñòðåìÿòñÿ ëè òðåóãîëü-
íèêè ÀnÂnÑn ñ ðîñòîì íîìåðà n ê 
òðåóãîëüíèêàì êàêîãî-ëèáî îïðåäå-
ë¸ííîãî âèäà? 

 Çàìå÷àíèå. Â ïðîñòðàíñòâå 
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðèþ 
êàæäîé èç ÷åòûð¸õ âåðøèí òðå-
óãîëüíîé ïèðàìèäû îòíîñèòåëüíî 
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ãðàíü ïèðàìèäû. 

 Ïîñìîòðèì íà ðèñ. 1, íà êîòîðîì 
èçîáðàæåíû ïðàâèëüíûé òðåóãîëü-
íèê, òðè åãî âûñîòû è òðè ñðåäíèå 

ëèíèè. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî 
äàííîìó â çàäà÷å ïðàâèëó: 

 ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ïå-
ðåõîäèò â ïðàâèëüíûé; 

 òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 30, 30 è 
120 ãðàäóñîâ ïåðåõîäèò â îòðåçîê 
ïðÿìîé, òàê êàê îáå âåðøèíû åãî îñò-
ðûõ óãëîâ ïåðåõîäÿò â îäíó òî÷êó.  

Ðèñ. 1 

 Ìû íå çíàåì ïîëíîãî ðåøåíèÿ 
çàäà÷è è ðàññêàæåì ñåé÷àñ ëèøü î 
òîì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå, êîãäà èñõîäíûé òðåóãîëüíèê 
ÀÂÑ  ðàâíîáåäðåííûé. Îïèñàííûé 
ïåðåõîä îò òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ê íî-
âîìó òðåóãîëüíèêó ðàäè êðàòêîñòè 
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íàçîâ¸ì ñ-ñèììåòðèåé (   îò ñëî-
âà ñòîðîíà). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 
-ñèììåòðèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðå-

âîäèò ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê 
â ðàâíîáåäðåííûé. Âèä ðàâíîáåä-
ðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ òî÷íîñòüþ 
äî ïîäîáèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ïà-

ðàìåòðîì  âåëè÷èíîé óãëà ïðè åãî 
îñíîâàíèè èëè âåëè÷èíîé òàíãåíñà 
ýòîãî óãëà. Ïðè êàæäîé -ñèììåòðèè 
ìåíÿåòñÿ òîëüêî îäèí ýòîò ïàðàìåòð. 
Òàê ÷òî çà ýòèì ïàðàìåòðîì  òàíãåí-
ñîì óãëà ïðè îñíîâàíèè  ìû è áóäåì 
ñëåäèòü. Âîò ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ. 

Èòåðàöèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà 

Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðå-
óãîëüíèê ÀÂÑ ñ âåðøèíàìè (1;0),À  

( 1;0),B  (0; )C h  ïðè 0h  (ðèñ. 2). 

Òî÷êà Ñ  âåðøèíà ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà, ÀÂ  îñíîâàíèå. Âíà÷àëå òàí-
ãåíñ óãëà ïðè îñíîâàíèè ðàâåí 
tg .À h  

Ðèñ. 2 

Óêàæåì êîîðäèíàòû äâóõ âåðøèí 
íîâîãî òðåóãîëüíèêà ïðè ñ-ñèììåòðèè 
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ðèñ. 3). 

Ðèñ. 3 

 Òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå âåðøèíàì 
òðåóãîëüíèêà îòíîñèòåëüíî ñòîðîí, 
òàêîâû: 

*(0; )Ñ h , 
2

*
2 2

3 1 4
; .

1 1

h h
B

h h
 

 Çàìå÷àíèÿ. 

1. Êîîðäèíàòû òî÷êè *Ñ  î÷å-
âèäíû. 

2. Òî÷êà *A  ñèììåòðè÷íà òî÷-
êå *B  îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, 
ïîýòîìó å¸ êîîðäèíàòû íå ïðèâîäèì. 

3. Êîîðäèíàòû òî÷êè *Â  ìîæíî
íàéòè òàê. Ïðÿìàÿ ÀÑ èìååò óðàâ-
íåíèå  

( 1)y h x . 

Ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ åé ïðÿìàÿ *BB  

óðàâíåíèå 
1

( 1)y x
h

. Òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ 
2

2 2
1 2
; .
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h h
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h h

Èñõîäÿ èç òî÷åê B è Ð, íàéä¸ì àáñ-

öèññó òî÷êè *:B
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2 2
1 3 1

1 2 1
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h h
x
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.
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y
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 Äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò àáñöèñ-

ñû 
2

2
3 1

1

h
x

h
òî÷êè *,B  âîçìîæíû

òðè ñëó÷àÿ. 
 Ïåðâûé ñëó÷àé. Ýòà àáñöèññà 

ðàâíà íóëþ (ðèñ. 4).  
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Ðèñ. 4 

Òàê ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èñõîäíûé 
òðåóãîëüíèê èìååò óãëû 30 ,  30  è 
120 . Â ýòîì ñëó÷àå òðè íîâûå òî÷-
êè, ïîëó÷àåìûå èç âåðøèí òðå-
óãîëüíèêà ÀÂÑ, ëåæàò íà îäíîé 
ïðÿìîé  íà îñè îðäèíàò. Ôîðìàëüíî 
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè îáðàçóþò 
âûðîæäåííûé ðàâíîáåäðåííûé òðå-
óãîëüíèê, ó êîòîðîãî âåðøèíû îñíî-

âàíèÿ *À  è *B  ñîâïàäàþò. Ïðèìå-
íèòü ê íåìó ñ-ñèììåòðèþ íåâîç-
ìîæíî. Òàêîé òðåóãîëüíèê ðàäè 
êðàòêîñòè íàçîâ¸ì âåðòèêàëüíûì. 

Âòîðîé ñëó÷àé. Åñëè 0x   
(ðèñ. 3), òî x  ýòî äëèíà ïîëîâèíû 
îñíîâàíèÿ â íîâîì òðåóãîëüíèêå. 
Äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåé îñíîâàíèþ 
âûñîòû ðàâíà  

3

íîâ. 2 2
4 5

.
1 1

h h h
h h

h h
 Ñëåäîâàòåëüíî, òàíãåíñ óãëà ïðè 

åãî îñíîâàíèè ðàâåí  
3

íîâ.
2

5
tg * .

3 1

h h h
A

õ h
 Òðåòèé ñëó÷àé. Ïóñòü 0.x  Òî-

ãäà â íîâîì òðåóãîëüíèêå äëèíà ïî-

ëîâèíû îñíîâàíèÿ ðàâíà 
2

2
3 1

,
1

h

h
 è, 

ñëåäîâàòåëüíî, òàíãåíñ óãëà ïðè îñ-
íîâàíèè â íîâîì òðåóãîëüíèêå ðàâåí  

3

2
5

:
1

h h

h

2

2
3 1

1

h

h

3

2
5

.
3 1

h h

h
 

  Âûâîä. Åñëè h  – «ñòàðûé» 
òàíãåíñ, òî «íîâûé» ðàâåí  

3

2
5

( ) .
3 1

h h
f h

h
        (1) 

Íàïîìíèì, ÷òî 0.h  Ãðàôèê 
ôóíêöèè (1), ïîñòðîåííûé ñ ïîìî-
ùüþ ïðîèçâîäíîé, ñõåìàòè÷íî ïîêà-
çàí íà ðèñ. 5. 

Ðèñ. 5 

 Óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîí-

íîé àñèìïòîòû ðàâåí 
1

.
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òî÷êè ìèíèìóìà ðàâíà 
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Ñâîéñòâà ôóíêöèè ( ) è ñâîéñòâà ñ-ñèììåòðèè 

Ñ1. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíê-
öèè ( ),f h  îïðåäåë¸ííîé ïðè 

[0; ),h   ýòî áåñêîíå÷íûé ïðî-
ìåæóòîê [0; ).  Îòñþäà ñëåäóåò, 
÷òî ëþáîé ðàâíîáåäðåííûé òðå-
óãîëüíèê MNK ìîæåò áûòü ïîëó÷åí 
â ðåçóëüòàòå ñ-ñèììåòðèè èç íåêî-
òîðîãî äðóãîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC. Òàêèõ ïðîîáðàçîâ 
ìîæåò áûòü îäèí, äâà èëè òðè.  

Ñ2. Óðàâíåíèå ( )f h h  èìååò 

äâà êîðíÿ: 0h  è 3.h  Ýòè äâà 
÷èñëà íàçûâàþòñÿ íåïîäâèæíûìè 
òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ.  

 Ðàâåíñòâî (0) 0f  îçíà÷àåò, ÷òî 
âûðîæäåííûé ðàâíîáåäðåííûé òðå-
óãîëüíèê ÀÂÑ ñ âåðøèíàìè (1;0),À  

( 1;0),B  (0;0)C  ïðè ñ-ñèììåòðèè ïå-
ðåõîäèò ñàì â ñåáÿ. Òàêîé òðåóãîëü-
íèê íàçîâ¸ì ðàäè êðàòêîñòè ãîðè-
çîíòàëüíûì. 

 Ðàâåíñòâî ( 3) 3f  îçíà÷àåò, 
÷òî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñ 

âåðøèíàìè (1;0),À  ( 1;0),B  (0; 3)C  
ïðè ñ-ñèììåòðèè ïåðåõîäèò â äðó-
ãîé ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.  

 Ñ3. Ãðàôèê (1) èìååò âåðòè-

êàëüíóþ àñèìïòîòó 
1

.
3

h  Ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé ðàâíîáåäðåí-
íûé òðåóãîëüíèê 1Ò  (à èìåííî òðå-

óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (1;0),À  

( 1;0),B  
1

0;
3

C  ñ óãëàìè 30, 30 è 

120 ãðàäóñîâ), êîòîðûé ïîä äåéñòâè-
åì ñ-ñèììåòðèè ïåðåõîäèò â âåðòè-
êàëüíûé òðåóãîëüíèê (ðèñ. 4).  

Ïàðàìåòð h òðåóãîëüíèêà 1Ò  

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ( ) ,f h  

êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü. 
Â ñâîþ î÷åðåäü 1Ò  ïîëó÷àåòñÿ èç 

åäèíñòâåííîãî òðåóãîëüíèêà 2,Ò  äëÿ 

êîòîðîãî 
1

( ) ,
3

f h  è òàê äàëåå. Ïî-

ëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òðåóãîëüíèêîâ, ïàðàìåòð 
h êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ðèñ. 6). 
Ëîìàíàÿ íà ðèñ. 6 íàçûâàåòñÿ äèà-
ãðàììîé Ëàìåðåÿ. 

Ðèñ. 6 

  Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ áåñêî-
íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

1 3 2 1..., , , ..., , ,n nT T T T T

ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, 
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: 

1( ) ,n nf T T

1( ) f T  âåðòèêàëüíûé òðåóãîëüíèê.
Ïðè ýòîì ïðè n  ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü nT  ñõîäèòñÿ ê ãîðè-

çîíòàëüíîìó òðåóãîëüíèêó. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nh

ñõîäèòñÿ ê íóëþ. 
 Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, 

÷òî ãîðèçîíòàëüíûé òðåóãîëüíèê 
ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé 
òî÷êîé ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ-ñèììåòðèè. 
Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà 0h  îòîáðà-
æåíèÿ f  òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé-
÷èâîé.  

O

y

y 
= 
x

x

3

1

3

1
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Ñ4. Åñëè çíà÷åíèå h   ÷èñëî 
ðàöèîíàëüíîå, òî çíà÷åíèå ( )f h   
òîæå ðàöèîíàëüíîå. Â ýòîì ñëó÷àå 
è âñå èòåðàöèè ( (... ( )))f f f h   ÷èñëà 
ðàöèîíàëüíûå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, 
ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå 
èòåðàöèè ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà ñ ðàöèîíàëüíûì çíà÷å-
íèåì h, ìû çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-
ãîâ íèêîãäà íå ïîëó÷èì ïðàâèëüíûé 
òðåóãîëüíèê.  

Ñ5. À ìîæåò ëè ïðàâèëüíûé 
òðåóãîëüíèê ïîëó÷èòüñÿ â ðåçóëüòà-
òå ñ-ñèììåòðèè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî 
òðåóãîëüíèêà? Äà, ìîæåò. Ïðè÷¸ì 
èñõîäíûõ òðåóãîëüíèêîâ  òðè 
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ), îäèí èç 
íèõ  ïðàâèëüíûé. Ýòî ñëåäóåò èç 

òîãî, ÷òî óðàâíåíèå ( ) 3f h  èìååò 
òðè êîðíÿ. Äëÿ äâóõ íåïðàâèëüíûõ 
òðåóãîëüíèêîâ åñòü íå ìåíåå äâóõ 

ïðîîáðàçîâ ïðè ñ-ñèììåòðèè è ò. ä. 
Êàæäûé èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå-
ñêîëüêèìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñ-
ñèììåòðèÿìè ïåðåõîäèò â ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê.  

Ïðîãðàììà À.Â. Æóêîâà 

Íåçàäîëãî äî ñâîåé êîí÷èíû 
Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷ Æóêîâ 
íàïèñàë ïðîãðàììó, âûïîëíÿþùóþ 
èòåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ-ñèììå-
òðèè. Ýòó ïðîãðàììó ìîæíî íàéòè â 
ýëåêòðîííîì æóðíàëå «Ìàòåìàòèêà 
â ïðîôèëüíîé øêîëå. ÔÐÀÊÒÀË», 
2014, ¹ 1.  

Âíà÷àëå íàäî çàäàòü êîîðäèíàòû 
âåðøèí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Äàëåå 
íàæèìàåì êíîïêó «îäèí øàã». Ñïðà-
âà ïîÿâÿòñÿ óãëû òðåóãîëüíèêà. 

Ïðè ïîâòîðíûõ íàæàòèÿõ êíîï-
êè «îäèí øàã» ïðîãðàììà âûäà¸ò 
âåëè÷èíû óãëîâ êàæäîãî íîâîãî òðå-
óãîëüíèêà. 

Äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíî-
áåäðåííîãî) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè âåðøèí (è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñ ðàöèîíàëüíûìè òàíãåíñàìè 
óãëîâ) ïîñëå 20  30 èòåðàöèé ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê 
(ðèñ. 7). 

Ðèñ. 7 

 Íà ýòîì îñíîâàíèè ìîæíî âû-
äâèíóòü ãèïîòåçó, ÷òî èòåðàöèè 
ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñõîäÿòñÿ ê 
ïðàâèëüíîìó òðåóãîëüíèêó. Íî ýòà 
ãèïîòåçà íå âåðíà! Å¸ îïðîâåðãàåò 
óêàçàííàÿ âûøå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü 1 3 2 1..., , , ..., , ,n nT T T T T . Ïðî-

ãðàììà À.Â. Æóêîâà ðàáîòàåò òîëü-
êî ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, ïî-
ýòîìó ïðè å¸ èñïîëüçîâàíèè â 
ïðèíöèïå íåëüçÿ ïîëó÷èòü ýòó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü.  
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