
26

Ëóïàøåâñêàÿ Âàñèëèñà Þðüåâíà
Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè 
ÃÁÎÓ ÑÎØ ¹2070 ã. Ìîñêâû.

Ìàòåìàòèêà

Èíòåðåñíûå çàäà÷è  
äëÿ äåâÿòèêëàññíèêîâ 

Â âàðèàíòàõ ÃÈÀ ïî ìàòåìàòèêå è â äèàãíîñòè÷åñêèõ ðàáîòàõ 
äëÿ 9 êëàññà íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäíèå çàäà÷è 
(¹ 26) ïî ãåîìåòðèè. Îòâå÷àòü íà âîïðîñû ïî ýòèì çàäà÷àì áûâàåò 
èíîãäà î÷åíü íåïðîñòî. Äà, êóðñ ïëàíèìåòðèè ïðîéäåí, íî îñíîâíàÿ 
òðèãîíîìåòðèÿ ïåðåêî÷åâàëà â 10 êëàññ, è àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû 
íå îòðàáîòàíû. Ó÷èòåëþ, êîòîðîìó âñå ýòè ïîäõîäû èçâåñòíû, 
ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòü ñåáÿ è èñêàòü «ýëåìåíòàðíûå» ðåøåíèÿ. 
Êîíå÷íî, îáúÿñíÿÿ ïîòîì ó÷åíèêàì çàäà÷ó, ìîæíî è íóæíî 
ïîçíàêîìèòü èõ ñ íîâûìè ïðè¸ìàìè, íîâûìè ôîðìóëàìè. 

Çàäà÷à 1. (19. 02. 2014) Íàéäèòå 
îñòðûå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà, åñëè åãî ãèïîòåíóçà 
ðàâíà 12, à ïëîùàäü ðàâíà 18.  

 

Ðèñ. 1 

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðèñ. 1. Òàê 
êàê BC  12 sin A , à CA  12 cos A , 
äåâÿòèêëàññíèêè, çíàÿ ïëîùàäü 
òðåóãîëüíèêà, íàõîäÿò, ÷òî  

sin A cos A  0,25, 
íî ñèíóñ äâîéíîãî óãëà èì íåèçâå-
ñòåí! Ïîíèìàÿ, îäíàêî, ÷òî èñêàòü 
íàäî äâîéíîé óãîë, ìîæíî äîãàäàòü-
ñÿ èñïîëüçîâàòü ðàâíîáåäðåííûé 
òðåóãîëüíèê BAE, ñì. ðèñ. 2 (AB  

AE  12, 2 ,BAE BAC  36),S  

èëè ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê 
BMC, ñì. ðèñ. 3 (BM  MC  6, 

2 ,BMC BAC  9),S  à â ýòèõ 
òðåóãîëüíèêàõ íàéä¸ì, çíàÿ ïëî-
ùàäü è áîêîâûå ñòîðîíû, ÷òî 
sin 2A   0,5. Îòñþäà îñòðûå óãëû 
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC 
ðàâíû 15 è 75 ãðàäóñîâ. 

 

 

Ðèñ. 2 

 Ðèñ. 3 
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Çàäà÷à 2. (09. 04. 2014) Â òðå-
óãîëüíèêå ABC óãîë B ðàâåí 120 , à 

äëèíà ñòîðîíû AB íà 5 3  ìåíüøå 
ïîëóïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà. Íàé-
äèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåé-
ñÿ ñòîðîíû BC è ïðîäîëæåíèÿ ñòî-
ðîí AB è AC.  

Ðèñ. 4 

Ðåøåíèå. Â àâòîðñêîì ðåøåíèè 
ýòîé çàäà÷è õîðîøî ïîêàçàíî, ÷òî 
ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC 
ðàâåí AM, ñì. ðèñ. 4. À òàê êàê 
AM  AB  BM, òî ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ, 

÷òî BM 5 3 . Òåïåðü ìîæíî áûëî 
ñðàçó íàéòè ðàäèóñ  

OM  BM tg MBO   5, 
íî òóò àâòîðû íåìíîãî ïåðåìóäðèëè 
è îáîøëèñü áåç òàíãåíñîâ: ñíà÷àëà 
íàøëè ãèïîòåíóçó OB òðåóãîëüíèêà 
BKO, à ïîòîì çàìåòèëè, ÷òî êàòåò 
OK, ðàâíûé èñêîìîìó ðàäèóñó, ëå-
æèò íàïðîòèâ óãëà â 30 ãðàäóñîâ. 

Çàäà÷à 3. (06. 05. 2014) Â òðå-
óãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà BE è 
ìåäèàíà CD âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, 
ðàâíóþ 168. Íàéäèòå ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà ABC.  

Ðèñ. 5 

Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèê CBD  
ðàâíîáåäðåííûé, òàê êàê â í¸ì îò-
ðåçîê BR ÿâëÿåòñÿ è áèññåêòðèñîé, 
è âûñîòîé, ñì. ðèñ. 5. Ââåä¸ì îáîçíà-

÷åíèÿ. Ïóñòü CB  BD  x, òîãäà 
BA  2x. Åñëè CE  y, òî ïî ñâîéñòâó 
áèññåêòðèñû AE  2y. Â ýòîò ìîìåíò 
íàäî íàïîìíèòü ó÷åíèêàì, êàê, çíàÿ 
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, íàõîäèòü åãî 
ìåäèàíû (è ñàìó ôîðìóëó, è êàê îíà 
âûâîäèòñÿ):  

CD
2  BD

2  CB
2  AC

2.
Ïîëó÷àåì ïåðâîå óðàâíåíèå: 

2  2x
2  x2  9y

2.
À òåïåðü íàñòàë î÷åíü óäîáíûé ìî-
ìåíò, ÷òîáû ïîêàçàòü äåâÿòèêëàññ-
íèêàì (ïîêà áåç âûâîäà) âàæíóþ è 
ïîëåçíóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ 
äëèíû áèññåêòðèñû:  

BE
2  BC BA  CE EA.

Òàê êàê ýòà èíôîðìàöèÿ òóò æå áó-
äåò ïðèìåíåíà, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, 
÷òî îíà çàïîìíèòñÿ:  

1682  2x
2  2y

2.
Ñíà÷àëà íàõîäèì, ÷òî 5x

2  13y
2, à

ïîòîì è ñàìè íåèçâåñòíûå:  
x

2  2, y2  2.
Ïîëó÷àåì, ÷òî  

CB  x 42 13 , 

BA  2x 84 13 , 

AC  3y  126 5 . 
Íî åñòü è äðóãîé ïóòü, êðàñèâûé 

è ïðîñòîé â èñïîëíåíèè.  
Ïîíÿòíî, ÷òî CR  RD  84. Åñëè 

íàéä¸ì BR è RE, òî ïî òåîðåìå Ïè-
ôàãîðà ñìîæåì âû÷èñëèòü BC è CE. 
Ïðîâåä¸ì EF CD, ñì. ðèñ. 6. Òàê êàê 
AE  CE, ïîëó÷àåì, ÷òî FA  DF. 
Ñëåäîâàòåëüíî, AD  BD  DF, íî 
òîãäà è BR  RE. Ïîëó÷àåì, ÷òî 
RE  42, BR  126. Äàëåå íàõîäèì 
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC. 

Ðèñ. 6 
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Íóæíîå íàì ñîîòíîøåíèå 
BR  RE ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ è äðóãèå 
äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, ïðîäîëæèâ ìåäèàíó CD äî ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ BK AC, ñì. ðèñ. 7. 

Ðèñ. 7 

Èëè ïðîäîëæèâ áèññåêòðèñó BE 
äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ CF BA, ñì. ðèñ. 8. 

Ðèñ. 8 

Çàäà÷à 4. Â òðåóãîëüíèêå ABC 
ñòîðîíà AC  4, cos A   0,8, cosC  

8

73
. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëü-

íèêà ABC (ðèñ. 9). 

Ðèñ. 9 

Ðåøåíèå. Ýòî âûãëÿäèò êàê 
îáû÷íàÿ çàäà÷à íà ðåøåíèå òðå-
óãîëüíèêîâ, íî êàê íàéòè sin B ? Òî, 
÷òî sin sin( ),B A C  äåâÿòèêëàññ-

íèêè óæå äîëæíû çíàòü, íî âîò 
òîëüêî ôîðìóëà ñèíóñà ñóììû èì 
åù¸ íå èçâåñòíà. Èñïîëüçîâàòü 
êàëüêóëÿòîð è òàáëèöó Áðàäèñà íà 
ÃÈÀ íåëüçÿ, äà è ïðèâåä¸ííûé öå-
ëî÷èñëåííûé îòâåò óêàçûâàåò íà 
ñóùåñòâîâàíèå êàêîãî-òî äðóãîãî 
ïóòè. Ïîäñêàçêó ìîæíî íàéòè â íå-
îáû÷íîì çíà÷åíèè cosC . Êàê ñâÿçà-
íû ÷èñëà 8 è 73? Ðàçãëÿäåâ, ÷òî 
73  82  32, äîãàäàåìñÿ èñïîëüçî-
âàòü òàíãåíñû! Ïóñòü BH AC, ñì. 
ðèñ. 9, òîãäà tg BCH   0,375 è 

tg BAH   0,75. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 

0,75 ,

0,375( ).

BH HA

BH HA AC

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî HA  4 è 
BH  3. Òîãäà èñêîìàÿ ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ABC ðàâíà 6. 

Íå çíàþ, êàê ýòà çàäà÷à, âïîëíå 
ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé 
ðåãàòû, îêàçàëàñü â ó÷åáíîì ïîñîáèè 
ñðåäè 40 ïðîñòåéøèõ çàäà÷ áàçîâîãî 
óðîâíÿ íà òåìó «Ïëîùàäü»? Íî îá 
ýòîì ó÷åíèêè ìåíÿ íå ñïðîñèëè!  

Â ìíîãî÷èñëåííûõ âàðèàíòàõ 
ÃÈÀ ýòîãî ãîäà (31. 05. 2014) 26-å 
çàäà÷è î÷åíü ñèëüíî ðàçëè÷àëèñü ïî 
ñëîæíîñòè. Ðàçáåð¸ì íåêîòîðûå èç 
íèõ. 

Çàäà÷à 5. Â òðåóãîëüíèêå ABC 
áèññåêòðèñà óãëà A äåëèò âûñîòó, 
ïðîâåä¸ííóþ èç âåðøèíû B, â îò-
íîøåíèè 5:4, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè B. 
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïè-
ñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, 
åñëè BC  6 (ðèñ. 10). 
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Ðåøåíèå. Òàê êàê ïî ñâîéñòâó 
áèññåêòðèñû AH/AB  HK/BK  4/5, 
òî íàì èçâåñòåí cos BAC , ñì. 
ðèñ. 10. Çíàÿ êîñèíóñ, âû÷èñëÿåì 
sin BAC  3/5. À ïî òåîðåìå ñèíóñîâ  

BC  2 R sin .BAC  
Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî R  5. Ïðîñòàÿ 
çàäà÷à â òðè äåéñòâèÿ. Â ñëåäóþùåé 
çàäà÷å äåéñòâèé áîëüøå. 

Çàäà÷à 6. Òî÷êè M è N ëåæàò íà 
ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC íà 
ðàññòîÿíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî 9 è 11 
îò âåðøèíû A. Íàéäèòå ðàäèóñ 
îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-
êè M è N è êàñàþùåéñÿ ëó÷à AB, 

åñëè 
11

cos
6

BAC . 

Ðèñ. 11 

Ðåøåíèå. Çäåñü ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü ñëåäóþùèé ïëàí (ñì. ðèñ. 11). 
Òàê êàê AK

2  AN AM, íàõîäèì

AK  3 11 . Òåïåðü ïî òåîðåìå êîñè-
íóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ MAK  
è NAK ñîîòâåòñòâåííî íàõîäèì 

MK  9 è NK  3 11 . Â òðåóãîëüíè-
êå NMK, âïèñàííîì â îêðóæíîñòü, 
èçâåñòíû âñå ñòîðîíû  íàõîäèì 

cos NMK
7
18

. Òåïåðü âû÷èñëÿåì 

sin NMK
5 11
18

, à çíàÿ ñèíóñ, 

íàõîäèì ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà KNM: 

NK  2 R sin NMK , 
îí ðàâåí 5,4. 

Çàäà÷à 7. Â òðåóãîëüíèêå ABC 
èçâåñòíû äëèíû ñòîðîí AB  8 è 
AC  32, òî÷êà O  öåíòð îêðóæíî-
ñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà 

ABC. Ïðÿìàÿ BD, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ 
ïðÿìîé AO, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC 
â òî÷êå D. Íàéäèòå CD. 

Ðåøåíèå. Ïðî÷èòàâ óñëîâèå, 
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îòâåò íå 
çàâèñèò îò âåëè÷èíû BAC  è, ñëå-
äîâàòåëüíî, îò ðàäèóñà îïèñàííîé 
îêðóæíîñòè. Ñîâñåì ïðîñòî íàéòè CD 
â ñëó÷àå, êîãäà òðåóãîëüíèê ABC  
ïðÿìîóãîëüíûé. Íà íàøåì ÷åðòåæå 
(ñì. ðèñ. 12) ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåò-
ñòâóåò òðåóãîëüíèê ABE, â í¸ì 
AE  32. Òî÷êå D ñîîòâåòñòâóåò òî÷-
êà H, èñêîìîìó îòðåçêó CD  îòðå-
çîê EH. Òàê êàê AB

2  AE AH, òî
AH  2, EH  30. Îòâåò ìû çíàåì, 
îñòàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó. 

Ïóñòü AC < AE. Âîçìîæíû äâà 
ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê B è C 
îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà AE: íà ðèñ. 12 
ýòèì ñëó÷àÿì ñîîòâåòñòâóþò òðå-
óãîëüíèêè ABC è ABC1. Äàëüíåéøèå 
ðàññóæäåíèÿ íå çàâèñÿò îò òîãî, êà-
êîé ñëó÷àé ìû ðàññìàòðèâàåì. 

Ðèñ. 12 

Ïóñòü òî÷êè B è C ðàñïîëîæåíû 
ïî îäíó ñòîðîíó îò äèàìåòðà AE, ñì. 
ðèñ. 13. 

Èç òðåóãîëüíèêîâ DHA è ECA: 
cos CAE  AH/AD  AC/AE, 

ïîýòîìó AD 
AH AE

AC
. 

 Íî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-
íèêå ABE AB

2  AE AH, ïîýòîìó
AD  (AB

2
)/AC  2, à CD  30.
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 Ìîÿ àññèñòåíòêà äîëæíà ñäåëàòü 60 ïðîâîëî÷íûõ ñïèðàëåé äëÿ îïû-
òîâ, à îäíó ñïèðàëü îíà èçãîòàâëèâàåò çà ïîë÷àñà. Çíà÷èò, íà ýòî åé ïîíà-
äîáèòñÿ 30 ÷àñîâ. Ìíîãî. Ïóñòü åé ïîìîãàåò ëàáîðàíòêà, êîòîðàÿ ñóìååò 
äåëàòü ñïèðàëè ñ òîé æå ñêîðî-
ñòüþ. Òîãäà ñïèðàëè áóäóò èç-
ãîòîâëåíû çà…

 30 ÷àñîâ è áîëåå.
?!
ß ó÷¸ë, ÷òî æåíùèíàì 

íà âûïîëíåíèå ñîâìåñòíîé 
ðàáîòû èç-çà èõ ðàçãîâî-
ðîâ (ïðè ýòîì îáî âñ¸ì íà 
ñâåòå) ïîòðåáóåòñÿ ïî 
êðàéíåé ìåðå â 2 ðàçà 
áîëüøå âðåìåíè.

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 

Ðèñ. 13 

Ìîæíî äåéñòâîâàòü èíà÷å, åñëè 
ðàçãëÿäåòü ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ 
ABD è ACB. Äåéñòâèòåëüíî, óãîë A 
ó íèõ îáùèé, BCA BEA (îïèðà-
þòñÿ íà äóãó AB), íî BEA ABH , 
ïîýòîìó BCA ABH . Èç îòíîøå-

íèÿ ñõîäñòâåííûõ ñòîðîí 
AD

AB

AB

AC
íàõîäèì AD è CD. 

À âîò åù¸ ïÿòü çàäà÷ èç âàðèàí-
òîâ ÃÈÀ-2014 äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî 
ðåøåíèÿ: 

8. Íà ñòîðîíå BC îñòðîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà ABC (AB  AC) êàê íà 
äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü, ïå-
ðåñåêàþùàÿ âûñîòó AD â òî÷êå M, 
AD  85, MD  68, H  òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC. 
Íàéäèòå AH. 

9. Îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 27 è 54
êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì. Òî÷êè A 
è B ëåæàò íà ïåðâîé îêðóæíîñòè, 
òî÷êè C è D  íà âòîðîé. Ïðè ýòîì 
AC è BD  îáùèå êàñàòåëüíûå 
îêðóæíîñòåé. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå 
ìåæäó ïðÿìûìè AB è CD. 

10. Îäíà èç áèññåêòðèñ òðå-
óãîëüíèêà äåëèòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷å-
íèÿ áèññåêòðèñ â îòíîøåíèè 8:5, 
ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Íàéäèòå ïåðè-
ìåòð òðåóãîëüíèêà, åñëè äëèíà ñòî-
ðîíû òðåóãîëüíèêà, ê êîòîðîé ýòà 
áèññåêòðèñà ïðîâåäåíà, ðàâíà 20.  

11. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà
ABC âçÿòà òî÷êà D òàê, ÷òî îêðóæ-
íîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A, C è 
D, êàñàåòñÿ ïðÿìîé BC. Íàéäèòå AD, 
åñëè AC  38, BC  34 è CD  19. 

12. Áèññåêòðèñà CM òðåóãîëüíè-
êà ABC äåëèò ñòîðîíó AB íà îòðåç-
êè AM  7 è MB  9. Êàñàòåëüíàÿ ê 
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà 
ABC, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó C, 
ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå D. 
Íàéäèòå CD. 
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