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Èíòåðåñíûå òåîðåìû òåîðèè 
÷èñåë è èõ èñïîëüçîâàíèå  

â êðèïòîãðàôèè 
Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå òåîðåìû òåîðèè ÷èñåë, îòíî-

ñÿùèåñÿ ê äâóì ðàçäåëàì: «ïðîñòûå ÷èñëà» è «íàèáîëüøèé îáùèé 
äåëèòåëü». ×àñòü òåîðåì, ïðèâåä¸ííûõ â ñòàòüå, èìåþò íåîáû÷àé-
íûé èíòåðåñ, âåäü èõ äîêàçàòåëüñòâà è ôîðìóëèðîâêè íèãäå íå 
âñòðå÷àëèñü (ïî êðàéíåé ìåðå, àâòîðó). Ïðèâåä¸í ïðèìåð èñïîëüçî-
âàíèÿ äîêàçàííûõ òåîðåì â êðèïòîãðàôèè. 

1. Òåîðåìû î ïðîñòûõ ÷èñëàõ

×èñëàìè-áëèçíåöàìè íàçîâ¸ì 
òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå îòëè-
÷àþòñÿ íà 2. 

Êàêèå æå ñâîéñòâà èìåþò ýòè 
÷èñëà? Îñíîâíûå èç íèõ èëëþñòðè-
ðóþò òåîðåìà 1 è ñëåäñòâèÿ èç íå¸. 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíû äâà ÷èñ-
ëà-áëèçíåöà p è p  2 (p  3). Òîãäà 

1 6.p

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðå-
ìû äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ 
ëåììó. 

Ëåììà. ×èñëà-áëèçíåöû äàþò 
îñòàòêè 1 è 2 ïðè äåëåíèè íà 3. 
Ïðè÷¸ì  

p  2 (mod 3) è p  2  1 (mod 3). 
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïðîñòûå 

÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò îñòàò-
êè 1 èëè 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
p 1 (mod 3), òîãäà  

p  2  3  0 (mod 3), 
ò. å. ð  2 äåëèòñÿ íàöåëî íà 3, ÷òî 
íåâîçìîæíî, òàê êàê p  2 ïðîñòîå. 
Òîãäà p  2 (mod 3), p 2  2 2   

4  1 (mod 3), ÷òî è òðåáîâàëîñü 
äîêàçàòü. 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàñ-
ñìîòðèì ñóììó  

p  (p  2)  2p  2  2 (p  1). 
Ïîñêîëüêó p  3, îíî íå äåëèòñÿ 

íàöåëî íà 2. Òîãäà p  1 äåëèòñÿ 
íàöåëî íà 2. Òåïåðü ñîãëàñíî ëåììå 
ïîëó÷èì:  

Øàìàåâ Íèêîëàé Âÿ÷åñëàâîâè÷
Ó÷åíèê 11 êëàññà 

îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëû ¹131, 
ã. Õàðüêîâ, Óêðàèíà.

�



3838 Ìàòåìàòèêà

p  (p  2)  2  1  3  0 (mod 3). 
Ïîëó÷èëè, ÷òî 2(p 1) äåëèòñÿ 

íàöåëî íà 3. ×èñëî 2 íà 3 íå äåëèò-
ñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, p  1 äåëèòñÿ 
íàöåëî íà 3. Íî îíî äåëèòñÿ åù¸ è 
íà 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî äåëèòñÿ è 
íà 6. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.  

 Èç òåîðåìû 1 òàêæå ñëåäóåò, 
÷òî êâàäðàòû äâóõ ÷èñåë-áëèçíåöîâ 
äàþò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3. 
Äåéñòâèòåëüíî,  

p  2 (mod 3), 
p

2
  22  4 1 (mod 3),
p  2 1 (mod 3), 

(p  2)2 1 (mod 3).
(Âîîáùå, êâàäðàòû âñåõ ÷èñåë, íå 
äåëÿùèõñÿ íà 3, äàþò îñòàòîê 1 ïðè 
äåëåíèè íà 3.) 

Åù¸ èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî 
ñóììà äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë-
áëèçíåöîâ äåëèòñÿ íà 12, ïîòîìó ÷òî 
2(p  1) äåëèòñÿ íà 2, à p  1 äåëèò-
ñÿ íà 6 (ïî òåîðåìå 1). 

Ïðèâåäåì åù¸ îäíó òåîðåìó. 
Òåîðåìà 2. Åñëè p, p  2 è  

q, q  2  ñîñåäíèå ïàðû ÷èñåë-
áëèçíåöîâ, òî q (p  2)  4. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü  
q  (p  2)  q  p  2  z. 

Òîãäà q  p z 2. Ïîñêîëüêó q è 
p  ïåðâûå ÷èñëà â ïàðàõ ÷èñåë-
áëèçíåöîâ, ñîãëàñíî ëåììå  

q  p  2  2 = 0 (mod 3). 
Çíà÷èò, q  p äåëèòñÿ íà 3:  

q  p  (z  2) 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, z  1 (mod 3). 

Ïîýòîìó èëè z  1, èëè z  4. Åñëè 
z  1, òî îäíî èç ÷èñåë q èëè p ÷¸ò-
íî, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, 
z  4, ÷òî è òðåáîâàëîñü.  

Íà ýòîì ïðîñòûå ñâîéñòâà ÷èñåë-
áëèçíåöîâ çàêàí÷èâàþòñÿ. Äàëü- 
øå òîëüêî îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî 
ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî 
è èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî 
àíàëèçà. Íî â ýòî ìû óãëóáëÿòüñÿ 
íå áóäåì. 

Äàëåå ðàññìîòðèì èíòåðåñíîå 
ñâîéñòâî ÷åòûð¸õçíà÷íûõ ÷èñåë. 

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ÷åòûð¸õçíà÷-
íîå ÷èñëî n íå äåëèòñÿ íàöåëî íè íà 
îäíî ïðîñòîå ÷èñëî îò 2 äî 97. Òîãäà 
n ïðîñòîå. 

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî 
ôàêòà î÷åâèäíî è ñàì ôàêò î÷åâè-
äåí. Íî ýòî íå òàê. Ïðèâåä¸ì ñòðîãîå 
è êðàñèâîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåî-
ðåìû äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðèðîäû òà-
êèõ ÷èñåë. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, êà-
êèì îáðàçîì ÷åòûð¸õçíà÷íîå ÷èñëî 
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå 
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë (ïî ðàç-
ðÿäíîñòè ÷èñåë â äåñÿòè÷íîé çàïèñè). 
Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå. 

¹ 

Ðàçðÿäíîñòü ÷èñåë, êîòîðûå 
â ïðîèçâåäåíèè äàþò  

4-çíà÷íîå ÷èñëî 
1 1 3 

2 2 3 

3 2 2 

4 1 4 

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó èìåííî 
òàê? Ïî÷åìó ÷åòûð¸õçíà÷íûå ÷èñëà 
íå ìîãóò, íàïðèìåð, áûòü îáðàçîâàíû 
äâóõçíà÷íûì è ÷åòûð¸õçíà÷íûì ÷èñ-
ëàìè? Ïîòîìó ÷òî åñëè ìû âîçüì¸ì 
íàèìåíüøåå äâóõçíà÷íîå ÷èñëî 10 è 
íàèìåíüøåå ÷åòûð¸õçíà÷íîå ÷èñëî 
1000, òî ïðè óìíîæåíèè ïîëó÷èì ðå-
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çóëüòàò 10 000  ÷èñëî, êîòîðîå íå 
ÿâëÿåòñÿ ÷åòûð¸õçíà÷íûì. Îòáðîñ 
îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ, íå ïîïàâøèõ â 
òàáëèöó, ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî. 

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê îñíîâíîé 
÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Åñëè 
÷åòûð¸õçíà÷íîå ÷èñëî îáðàçîâàíî 
òàê, êàê óêàçàíî â âàðèàíòàõ 1 è 4 
òàáëèöû, òî ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíî-
çíà÷íîãî ÷èñëà, êîòîðîå, î÷åâèäíî, 

áîëüøå 1 è íå äåëèòñÿ íè íà îäíî 
ïðîñòîå ÷èñëî èç íàáîðà 2, ..., 97, íå 
ñóùåñòâóåò. Àíàëîãè÷íî íå ñóùå-
ñòâóåò äâóõçíà÷íîãî ÷èñëà, íå äå-
ëÿùåãîñÿ íè íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî 
îò 2 äî 97, èç âàðèàíòîâ 2 è 3 òàá-
ëèöû. Òàê ÷òî îäíîçíà÷íûì ÷èñëîì 
â âàðèàíòå 4 ÿâëÿåòñÿ 1. Òî åñòü 
íàøå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. ×òî è 
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

2. Òåîðåìû î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå

Ïîñêîëüêó íàèáîëüøèé îáùèé 
äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ, íàâåðíîå, îäíèì 
èç ñàìûõ èíòåðåñíûõ îáúåêòîâ, 
èçó÷àåìûõ â òåîðèè ÷èñåë, ïðèâå-
äåì íåñêîëüêî îáùåèçâåñòíûõ, íî 
çàíèìàòåëüíûõ òåîðåì. Íà÷íåì ñ 
èíòåðåñíîãî ôàêòà, ñâÿçàííîãî ñ 
íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì.  

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ÍÎÄ (a,b) = d. 

Òîãäà ÍÎÄ ,
à b

d d
  1.  

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, 
÷òî  

, 1.
à b

m
d d

Òîãäà  

, .
a b
m m

d d
Ñëåäîâàòåëüíî,  

,  .a dm b dm  
Íî íàèáîëüøåå ÷èñëî, íà êîòîðîå 
äåëÿòñÿ a è b, ðàâíî d. Ïîñêîëüêó 
m  1, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ñëå-

äîâàòåëüíî ÍÎÄ ,
à b

d d
  1. 

À òåïåðü âàæíàÿ òåîðåìà. Îíà 
îáÿçàòåëüíî äîëæíà ïðèãîäèòüñÿ! 

Òåîðåìà 5. Ïóñòü a, b, c ,   
ïðè ýòîì a2  bc è ÍÎÄ (b,c)  1. 
Òîãäà b è c  ïîëíûå êâàäðàòû. 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, êàê è 
âñå äîêàçàòåëüñòâà â ýòîé ñòàòüå, 
äîñòàòî÷íî èíòåðåñíîå è íå òðåáóåò 
äîïîëíèòåëüíûõ çíàíèé îò ÷èòàòåëÿ.  

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî 
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü, êàêèì 

îáðàçîì ìîæåò áûòü îáðàçîâàí êâàä-
ðàò. Ðàññìîòðèì íà êîíêðåòíîì ïðè-
ìåðå: 62  36  9 4  3 3 2 2. Âèäèì,
÷òî ÷èñëî îáðàçîâàíî ïàðàìè îäèíà-
êîâûõ ìíîæèòåëåé. Íà ýòîì è áóäåò 
ïîñòðîåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 
Êñòàòè, 9 è 4  ïîëíûå êâàäðàòû. 
Ïîñêîëüêó ÍÎÄ (b,c)  1, ÷èñëà âçà-
èìíî ïðîñòû è íå èìåþò îáùèõ ìíî-
æèòåëåé. Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè 
ýòèõ ÷èñåë íå áóäåò îáðàçîâàíî ïàð 
îäèíàêîâûõ ìíîæèòåëåé, òî åñòü îá-
ðàçîâàòü ÷èñëî a2 ìîæíî òîëüêî ïðî-
èçâåäåíèåì ïîëíûõ êâàäðàòîâ, ÷òî è 
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.  

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå áóäåò èñ-
ïîëüçîâàí àëãîðèòì òåîðåìû 4. 
Ëèøíèé ðàç óáåæäàåìñÿ â å¸ íåîá-
õîäèìîñòè. (Î âåðíîé î÷åð¸äíîñòè 
òåîðåì ñóäèòü òîëüêî âàì.) 
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü au  bv  1. Òî-
ãäà ÍÎÄ (a,b)  1.  

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äî-
êàçàòü, ÷òî ÍÎÄ (a,b)  1, äðóãèìè 
ñëîâàìè, ÷òî ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû 
è íå èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé. 
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå  ÷òî ó íèõ 
åñòü îáùèå ìíîæèòåëè (õîòÿ áû 

îäèí, íàïðèìåð 1

1ð ). 

Ïóñòü  
1 2

1 2 ...a ð ð ð   

è b 1 2

1 2 .p  

Òîãäà  

1 2

1 2 ...au bv ð ð ð u

1 2

1 2 2

1 2

1 2 2... 1.

p v

ð ð ð u v

Çíà÷èò, èëè 1

1 1,ð  èëè

2 2

2 2... 1 ,ð ð u v au bv

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.  

Òåïåðü äîëæåí îáÿçàòåëüíî âîç-
íèêíóòü âîïðîñ: «È ÷òî æå ñ ýòèì 
âñåì äåëàòü? Åñòü ëè êàêîå-òî ïðè-
ìåíåíèå â ðåàëüíîé æèçíè?» Îêà-
çûâàåòñÿ, åñòü.  

3. Ïðèìåíåíèÿ

Ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó. 
Çàäà÷à 1. Åñòü êàíàë ñâÿçè ìåæ-

äó ïëåìåíàìè À è Á. Äâóì ïðîãðàì-
ìèñòàì ïëåìåí À è Á íåîáõîäèìî 
óñòàíîâèòü ìåæäó ñîáîé êîíòàêò 
(âðàã íàñòóïàåò!), íî ýòîò æå ñàìûé 
âðàã êàíàë ñâÿçè çàêîäèðîâàë. Øïè-
îíû óçíàëè, ÷òî øèôðîì ÿâëÿåòñÿ 
÷åòûð¸õçíà÷íîå ïðîñòîå ÷èñëî (ïðè-
÷¸ì ëþáîå). Âûâåñòè àëãîðèòì äëÿ 
íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû, êîòîðàÿ áó-
äåò ïîäòâåðæäàòü èëè îïðîâåðãàòü 
ïðåäïîëîæåíèÿ øïèîíà ïî ïîâîäó 
øèôðà, ïðè÷¸ì å¸ ðàáîòà äîëæíà 
áûòü íà÷àòà â êðàò÷àéøèé ñðîê. 
Ïëåìåíà íå îáëàäàþò ñóïåðêîìïüþ-
òåðàìè è èì íåîáõîäèìî íàëàäèòü 
êîíòàêò. Ïðîãðàììèñòû ïëåì¸í À è 
Á çíàþò òîëüêî ïðîñòûå îäíîçíà÷-
íûå è äâóõçíà÷íûå ÷èñëà. 

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî æåëàåìîãî 
ðåçóëüòàòà ìîæíî äîñòè÷ü ïðîñòûì 
ïåðåáîðîì ÷åòûð¸õçíà÷íûõ ïðîñòûõ 
÷èñåë, îíè âñåì èçâåñòíû (ïîãóãëè-
òå), íî ýòî îäèí èç äëèòåëüíî ðàáî-
òàþùèõ àëãîðèòìîâ, òî åñòü íàì ýòî 
íå ïîäõîäèò. Íî ïëåìåíà-òî äàë¸êèå 
è çíàþò òîëüêî äâóõçíà÷íûå è îäíî-
çíà÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Â ýòîì è 
ñîñòîèò ïðîáëåìà. Ïðîñòîìó ÷åëîâå-
êó, íàïðèìåð, ïîïàâøåìó íà îëèì-
ïèàäó, ýòó çàäà÷ó áóäåò ðåøàòü 
òðóäíî. Íî ó íàñ åñòü òåîðåìà 3! 
Îíà è ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è. 

 
Øïèîí ïåðåäàë øèôð, ïðîãðàì-

ìà ïðîâåðÿåò åãî äåëèìîñòü íà 25 
ïåðâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Åñëè ÷èñëî 
íå äåëèòñÿ íàöåëî íà ïðîñòîå ÷èñëî 
â êàæäîì èç ñëó÷àåâ, ïðîãðàììà 
äîëæíà âûäàâàòü 1, åñëè äåëèòñÿ  
0. Òîãäà â êàæäîì èç 25 âàðèàíòîâ
ïðîãðàììà âûäàñò ëèáî 1, ëèáî 0. 
Ïðîñóììèðîâàâ ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷àåì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëî, ïå-
ðåäàííîå øïèîíàìè, áûëî ïðîñòûì, 
ñóììà äîëæíà îêàçàòüñÿ 25. Åñëè 

Âñåãî ïðîñòûõ äâóõçíà÷íûõ è îä-
íîçíà÷íûõ ÷èñåë 25. Ïîýòîìó, î÷å-
âèäíî, ÷òî ïðîãðàììà ñ äðóãèì àë-
ãîðèòìîì áóäåò ðàáîòàòü çíà÷è-
òåëüíî äîëüøå. Èòàê, àëãîðèòì áó-
äåò òàêîâ. 
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òàê îêàæåòñÿ, ïðîãðàììà âûäàñò 
true, åñëè íåò  false. Òî åñòü 
ïðîãðàììèñòû ìîãóò ðàñêîäèðîâàòü 
êàíàë ñâÿçè, èñïîëüçóÿ òîëüêî ñâîè 
âîçìîæíîñòè. 

Ðàññìîòðèì åù¸ îäíó çàäà÷ó, 
îíà áóäåò ìàëåíüêèì ïðîäîëæåíèåì 
ïåðâîé. 

Çàäà÷à 2. Ïóñòü øèôð ñîñòîèò 
íå èç îäíîãî ÷èñëà, à èç äâóõ ÷èñåë-
áëèçíåöîâ (çàäà÷à 1). Âûâåñòè àëãî-
ðèòì, êîòîðûé ïî äâóì äàííûì ÷èñ-
ëàì ïîêàæåò, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè èñ-
êîìûì øèôðîì. 

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì àëãîðèòì, 
ïîõîæèé íà àëãîðèòì çàäà÷è 1. ßñ-
íî, ÷òî íàì íóæíî âûÿñíèòü, íà 
ñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ äâà äàííûõ íàì 
÷èñëà (ïîñêîëüêó ïðîãðàììèñòû íå 

ìîãóò ïðîèçâîäèòü àðèôìåòè÷åñêèå 
îïåðàöèè íå íà êîìïüþòåðå). Òîãäà 
ïðîãðàììà ñ÷èòàåò äâà ÷èñëà, âû-
÷èñëÿåò èõ ðàçíîñòü. Åñëè îíà ðàâíà 
2, òî àëãîðèòì ïðîäîëæàåòñÿ, åñëè 
íåò  âûâåäåò false. Äàëåå ïðî-
ãðàììà ïðîâåðèò òàêèì îáðàçîì, êàê 
â çàäà÷å 1, äâà ÷èñëà è ïîëó÷èò ðå-
çóëüòàò: true èëè false. 

Ïîíÿòíî, ÷òî âîçíèêàåò âîïðîñ î 
íàïèñàíèè íå òîëüêî àëãîðèòìà, íî è 
ñàìîé ïðîãðàììû íà êàêîì-òî èç 
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî ìû 
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. 

ß î÷åíü íàäåþñü, ÷òî òåîðåìû, 
ïðèâåä¸ííûå â ñòàòüå, âàì ïîìîãóò â 
äàëüíåéøåé ðàáîòå ïðè èçó÷åíèè 
ìàòåìàòèêè, ïðîãðàììèðîâàíèÿ è 
êðèïòîãðàôèè. 

Âîò òàê îòâåò!

Îäèí èç  ãàçåòíûõ ìàãíàòîâ êàê-òî çàïðîñèë ó àñòðîíîìîâ ñðî÷íûé îòâåò 
íà âîïðîñ: «Åñòü ëè æèçíü íà Ìàðñå?» è îïëàòèë èõ òåëåãðàììó â òûñÿ÷ó ñëîâ. 
Îòâåò ñîñòîÿë âñåãî èç äâóõ ñëîâ: «Nobody knows» (íèêòî íå çíàåò), ïîâòîð¸í-
íûõ 500 ðàç.

Âûâîä ëåêòîðà

Åñëè áû íå áûëî òàêîãî ÿâëåíèÿ, êàê ìàãíåòèçì, òî, íàïðèìåð, ó ìîðåïëà-
âàòåëåé íå áûëî áû êîìïàñà, è òîãäà Êîëóìá âðÿä ëè îòêðûë áû Àìåðèêó. 
Õîòÿ, ïîæàëóé, ëó÷øå áû îí å¸ íå îòêðûâàë.

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 


