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Êîëåñíèêîâà Ñîôüÿ Èëüèíè÷íà
Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè 
Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (ÌÔÒÈ), 

ñïåöèàëèñò Çàî÷íîé ôèçèêî-òåõíè÷åñêîé 
øêîëû (ÇÔÒØ) ïðè ÌÔÒÈ. Îêîí÷èëà Ìîñêîâñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (ÌÃÓ), èìååò áîëüøîé 
îïûò ðàáîòû ñî ñòàðøåêëàññíèêàìè, àâòîð ïîñîáèé 

«Èíòåíñèâíûé êóðñ ïîäãîòîâêè ê ÅÃÝ», 
«Ðåøåíèå ñëîæíûõ çàäà÷ ÅÃÝ».

Ãðàôèêè â çàäà÷àõ 
ñ ïàðàìåòðàìè 

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äîâîëüíî ïðîñòûå çàäà÷è. Îäíàêî 
îíè âûçâàëè çàìåòíûé èíòåðåñ ó ñëóøàòåëåé êóðñîâ ïîâûøåíèÿ 
êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé è ìåòîäè÷åñêèõ ðàáîòíèêîâ ïî ìàòåìàòè-
êå, ïðîõîäèâøèõ ïðè ÌÔÒÈ â èþíå 2014 ã. (íà÷àëî ñì. â ¹ 9). 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðè ñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåðàâåíñòâàìè 

âèäà 0
x f a

x g a
  äâà àíàëèòè÷åñêèõ è îäèí ãðàôè÷åñêèé, à òàê-

æå äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåðàâåíñòâàìè âèäà 0
x f a

x g a
  

àíàëèòè÷åñêèé è ãðàôè÷åñêèé. 
Ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíûé àíàëèç ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåêîòî-

ðûõ çàäà÷ äëÿ íåðàâåíñòâ âèäà 0 0 .
a f x

a g x

×àñòü 2. Ìåòîä èíòåðâàëîâ äëÿ  
«äðîáíî-ëèíåéíûõ» íåðàâåíñòâ â ïëîñêîñòè 

1. Íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ íåðàâåíñòâ âèäà 0 0
x f a
x g a

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-

ðûõ îòðåçîê 3; 1  öåëèêîì ñî-

äåðæèòñÿ ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåí-
ñòâà 

3
0.

2
x a

a x

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá (àíà-
ëèòè÷åñêèé, ìåòîä èíòåðâàëîâ). Íåðà-
âåíñòâî áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì èí-
òåðâàëîâ. Ïðåæäå âñåãî çàïèøåì åãî 
ïðàâèëüíî:  

3
0

2
x a

a x

3
0.

2

x a
a

x
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Ðåøåíèå çàâèñèò îò âçàèìíîãî 

ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê 3a  è 
2
a

. Ïî-

ýòîìó, ÷òîáû ðàññòàâèòü òî÷êè, ïðè-
ä¸òñÿ ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: 

1) 0:a

  
3

0 ;0,5 3 ;

2

x a
x a a

a
x

ñì. ðèñ. 1. 

 

Ðèñ. 1 

Â ýòîì ñëó÷àå îòðåçîê 3; 1

öåëèêîì âõîäèò â ïðîìåæóòîê 

;
2
a

, ò. å. íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî 

äëÿ ëþáîãî 0.a
2) 0:a
3

0 ;3 0,5 ; ,

2

x a
x a a

a
x

 

ñì. ðèñ. 2. 

Ðèñ. 2 

Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âà-
ðèàíòà: ëèáî 

1
0 3 1 0

3
a a ,  

ëèáî 
1

3 6
2

a a ,  

ò. å. 
1

; 6 ;0
3

a .  

Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû 1)  2), 
ïîëó÷àåì, ÷òî 

1
; 6 ; .

3
a

Îòâåò. 
1

; 6 ; .
3

Âòîðîé ñïîñîá (ãðàôèê â ïëîñ-
êîñòè ;x a ). Ïîëåçíûì äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå 
ãðàôèêîâ â ïëîñêîñòè ; .x a  Ïî-

ñòðîèì ñíà÷àëà ãðàôèêè ïðÿìûõ 
3 0x a  (÷èñëèòåëü ðàâåí 0)  

ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, è 2 0a x  (çíà-
ìåíàòåëü ðàâåí 0)  ïóíêòèðíàÿ ëè-
íèÿ, òàê êàê ýòî íîëü çíàìåíàòåëÿ, 
ñì. ðèñ. 3. 

 

Ðèñ. 3 

Êàæäàÿ èç ýòèõ ïðÿìûõ ðàç-
áèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëó-
ïëîñêîñòè: â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè 

3 0,x a  â äðóãîé 3 0,x a  â îä-
íîé 2 0,a x  â äðóãîé 2 0.a x  
Âñÿ ïëîñêîñòü ðàçáèëàñü íà ÷åòûðå 
óãëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ äðîáü 

3
2

x a

a x
 èìååò ñâîé çíàê, è ïðè ïåðå-

õîäå â ñîñåäíèé óãîë ìåíÿåò åãî (òàê 
êàê â ýòî âðåìÿ ìåíÿåò çíàê èëè 
÷èñëèòåëü, èëè çíàìåíàòåëü). ×òîáû 
óçíàòü, êàêîé èìåííî çíàê èìååò 
äðîáü â êàêîì-ëèáî óãëå, äîñòàòî÷íî 

ïîäñòàâèòü â íåðàâåíñòâî 
3

0
2

x a

a x
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæà-
ùóþ ýòîìó óãëó. Åñëè âíóòðè ýòîãî 

, 

////////// 
−3        −1    0,5à 3à õ 

− −
///////     

                   
 ///////     

3                0,5        1   3à à        õ  

a

x
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−3  −2    −1          1     2     3
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óãëà äðîáü îòðèöàòåëüíà, òî óãîë  
«íàø», à åñëè äðîáü ïîëîæèòåëüíà, 
òî «íàøèì» ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíèé óãîë. 
Ïðè ïåðåõîäå â ñîñåäíèé óãîë çíàê 
èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. 
Íàïðèìåð, ïîäñòàâèì òî÷êó (1;1): 
1 3

0
1 2

  äðîáü ïîëîæèòåëüíà, çíà-

÷èò, ýòî íå íàø óãîë. Â ñîñåäíåì óãëå 
íåðàâåíñòâî ìåíÿåò çíàê  íàø óãîë. 
Ñëåäóþùèé îïÿòü íå íàø, à âîò âåð-
òèêàëüíûé ñ ïåðâûì  íàø. Ðàññòà-
âèì çíàêè. Òåïåðü ïðîâåä¸ì äâå âåð-
òèêàëè  3x  è  1,x  ñì. ðèñ. 4. 

Ðèñ. 4 

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà 
íàäî íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ 3 0x a  è  1,x  à òàêæå 
ïðÿìûõ 2 0a x  è  3:x  

3 , 1
 1,   ;

1 3

2 ,
 3,    6.

3

a x
x a

x

a x
x a

x

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî  
1

 ;  6 ;  .
3

a

Îòâåò. 
1

 ;  6 ;  .
3

Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü î òðåòüåì 
ñïîñîáå  àíàëèòè÷åñêîì, ðàññìîò-
ðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó ñ êâàä-
ðàòíûì òð¸õ÷ëåíîì. 

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-

ðûõ èíòåðâàë 0;4  öåëèêîì ñîäåð-

æèòñÿ ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 
2 24 2 8 0.x a x a a

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, 
÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî èìååò ðåøå-
íèå, åñëè äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî 
òð¸õ÷ëåíà ïîëîæèòåëåí, ò. å. óðàâ-
íåíèå 

2 24 2 8 0x a x a a

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Íà÷åð-
òèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðàáîëó ñ âåòâÿ-
ìè, íàïðàâëåííûìè ââåðõ è èìåþ-
ùóþ äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, ñì. ðèñ 5.  

Ðèñ. 5  

Âèäíî, ÷òî ïðîìåæóòîê 0;4

öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ðåøåíèé 
íåðàâåíñòâà  

2 24 2 8 0x a x a a

â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 

2

2

0 0,

4 0

2 8 0,
2;  2 .

2 8 0

y

y

a a
a

a a

Îòâåò. 2;  2 .

0 4  õ

a

x
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Òåïåðü ðåøèì äðóãèå çàäà÷è. 
Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 

ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-

ðûõ îòðåçîê  2;1  öåëèêîì ñîäåð-

æèòñÿ ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 
2 7

0.
1

x a

x a
 

Ðåøåíèå.  
Ïåðâûé ñïîñîá (ãðàôè÷åñêèé). 

Ïðîäîëæèì îñâàèâàòü ãðàôè÷åñêèé 
ñïîñîá. Ïîñòðîèì äâå ïðÿìûå 

2 7 0, 1 0x a x a  è âåðòèêà-
ëè  2,   1x x  (ñì. ðèñ. 6). Â ýòîì 
ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò íå ëåæèò 
íà ïðÿìûõ, ïîýòîìó óäîáíî ïðîâå-
ðèòü çíàê íåðàâåíñòâà èìåííî â 
òî÷êå 0;0 :

0 2 0 7
0.

0 0 1
 

Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë, ñîäåðæà-
ùèé íà÷àëî êîîðäèíàò, à òàêæå âåð-
òèêàëüíûé ñ íèì  îáà íàøè. 

Ðèñ. 6  

Âèäíî, ÷òî óñëîâèþ çàäà÷è óäî-
âëåòâîðÿþò  ;0 4;  .a

Îòâåò.  ;0 4;  .

Âòîðîé ñïîñîá (àíàëèòè÷åñêèé, 
òðåòèé îáåùàííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ 
çàäà÷ ñ íåðàâåíñòâàìè âèäà 

0
x f a

x g a
 

çíàê ìåíüøå èëè ðàâíî). 
Çàìåòèì, ÷òî 

0
x f a

x g a

0,

0.

x f a x g a

x g a

Ðàññìîòðèì ïàðàáîëó 
,y x f a x g a

ñì. ðèñ. 5. Íåðàâåíñòâî 
0x f a x g a

âûïîëíåíî ìåæäó êîðíÿìè êâàäðàò-
íîãî òð¸õ÷ëåíà: , .f a g a  Åñëè

îòðåçîê ;c d  öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ

ñðåäè ðåøåíèé ýòîãî íåðàâåíñòâà, òî 
îíî âûïîëíåíî è äëÿ êîíöîâ çàäàí-
íîãî îòðåçêà, ò. å. ñïðàâåäëèâû 
óñëîâèÿ  

0,

0.

c f a c g a

d f a d g a

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòà-
òî÷íûìè, òàê êàê åñëè â êîíöàõ íå-
êîòîðîãî îòðåçêà çíà÷åíèÿ êâàä-
ðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà ñ ïîëîæèòåëü-

íûì êîýôôèöèåíòîì ïðè 2x  íåïî-
ëîæèòåëüíû, òî è íà âñ¸ì îòðåçêå 
êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí íåïîëîæèòå-
ëåí. Â íàøåì ñëó÷àå äîëæíî åù¸ 
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå 

0,x g a

êîòîðîå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè 
óñëîâèå ðàâíîñèëüíîñòè ìû çàïè-
øåì â âèäå 

0,

0.

c f a

c g a

d f a

d g a

Èòàê, íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ 

a

x

 −2   −1              1     2     

5

4

3

2

1

0

−1

−2
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îòðåçîê ;c d  öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ

ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 

0,
x f a

x g a
 

çíà÷èò ïðîñòî ðåøèòü ñèñòåìó 
íåðàâåíñòâ: 

0,

0.

c f a

c g a

d f a

d g a

Â íàøåì ñëó÷àå îòðåçîê 2;1

öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ðåøåíèé 
íåðàâåíñòâà 

2 7
0

1
x a

x a
 

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ 

2 2 7
0,

2 1
1 2 7

0
1 1

a

a
a

a

5
2 0,

 ;0 4;  .3
4

0

a

aa
a

a

 

Îòâåò.  ;0 4;  .

Çàìå÷àíèå. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä 
ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ â ïëîñêîñòè 

;x a ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíûì è áîëåå

óíèâåðñàëüíûì, òàê êàê ãîäèòñÿ 
äëÿ íåðàâåíñòâ ðàññìîòðåííûõ âè-
äîâ ëþáîãî çíàêà.  

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-

ðûõ îòðåçîê 1;2  öåëèêîì ñîäåð-

æèòñÿ  
à) ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 

4
0,

6
ax

ax
 

á) ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 
4

0.
6

ax

ax

Ðåøåíèå. Ñòðîèì ãðàôèêè 
ôóíêöèé: 

6
6 0 ,ax a

x
 

ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7; 
4

4 0 ,ax a
x

 

ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7. Çàòåì 
ïðîâîäèì âåðòèêàëè 1,   2.x x  

Ðåøåíèå çàäà÷è à) íà ðèñ. 7 îò-
ìå÷åíî ñèíèì öâåòîì, à ðåøåíèå 
çàäà÷è á)  êðàñíûì. 

Îòâåò. à) 3;2 ;

á)  ; 6 4;  .

Ðèñ. 7  

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-

ðûõ îòðåçîê 3;4  öåëèêîì ñîäåð-

æèòñÿ  
à) ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 

2

2
4

0,
6 1

x a a

x a a
á) ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 

2

2
4

0.
6 1

x a a

x a a

a

x
 −3  −2   −1       1    2    3    

6

5

4

3

2

1

−1

−2

−3

−4

−5

−6

−7

−8

0
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Ðåøåíèå. Çàäà÷ó à), â îòëè÷èå 
îò çàäà÷è á), ëåãêî ðåøèòü àíàëè-
òè÷åñêè:  

2

2

2

2

2

2

2

2

3 4
0,

3 6 1

4 4
0

4 6 1

4 3
0,

6 2

4 4
0

6 5

a a

a a

a a

a a

a a

a a

a a

a a

1 3
0,

3 11 3 11

2 8 2 8
0

1 5

;2 8 1;3 3 11; .

a a

a a

a a

a a

a

      Çàäà÷ó á) óäîáíåå ðåøàòü ãðà-
ôè÷åñêè.  

Ðåøèì ãðàôè÷åñêè ñðàçó îáå çà-
äà÷è  à) è á). Ñòðîèì ýñêèçû ãðà-
ôèêîâ ôóíêöèé 

2 4 0x a a  
çåë¸íàÿ ïàðàáîëà íà ðèñ. 8, è 

2 6 1 0x a a
êðàñíàÿ ïàðàáîëà íà ðèñ. 8. Çàòåì 
ïðîâîäèì âåðòèêàëè  3,   4x x  
è íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ: 

2 6 1,

4

x a a

x

2 6 1 4a a
2 6 5 0 1; 5.a a a

2 6 1,

3

x a a

x

2

2

3 6 1

6 2 0 3 11.

a a

a a a
2

24 ,
4 3 0

3

1; 3.

x a a
a a

x

a

2
24 ,

4 4 0
4

x a a
a a

x
 

2 8.a
Ñðàçó âèäíî, ÷òî ðåøåíèé çàäà-

÷è á) íåò.  

Ðèñ. 8 

Îòâåò.  

à) ;2 8 1;3 3 11; ;

 á) .  

2. Ðåøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ äëÿ íåðàâåíñòâ

âèäà 0
a f x
a g x

( 0) 

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó, â 
êîòîðîé âñå ãðàôèêè ëåãêî ìîæíî 
ïîñòðîèòü. 

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
,a  ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ  

à) ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà 

2

2
cos 1

0
3

a x

x a
 

ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, 
á) íåðàâåíñòâî 

2

2
cos 1

0
3

a x

x a
 

x

a

 −5−4−3 −2 −1      1  2  3  4  5  6   7  8  9    

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

−1
−2
−3
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íå èìååò ðåøåíèé, 
â) íåðàâåíñòâî 

2

2
cos 1

0
3

a x

x a
 

âûïîëíåíî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 
çíà÷åíèÿõ x . 

Ðåøåíèå. Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü â 
ïëîñêîñòè ; .x a  Ïåðåïèøåì ëåâóþ
÷àñòü íåðàâåíñòâà: 

2 2

2 2
cos 1 (cos 1)

.
3 ( 3)

a x a x

x a a x
Ïîñòðîèì ýñêèçû ãðàôèêîâ 

îïðåäåë¸ííûõ íà âñåé ÷èñëîâîé 
ïðÿìîé ôóíêöèé 

2cos 1a x
ñïëîøíàÿ çåë¸íàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 9, è 

2 3a x

ïóíêòèðíàÿ (òàê êàê 2 3 0)x a  
ñèíÿÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 9. Çàìåòèì, ÷òî 

21 cos 1 2x  è 2 3 3.x
Ïëîñêîñòü ðàçáèëàñü íà òðè îá-

ëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ëåâàÿ 
÷àñòü íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿåò çíàê, à 
ïðè ïåðåõîäå â ñîñåäíþþ îáëàñòü  
ìåíÿåò. 

Îïðåäåëèì çíàê ôóíêöèè 
2

2
(cos 1)

( 3)

a x

a x

â òî÷êå 0;0 ,  ïðèíàäëåæàùåé çåë¸-
íîé îáëàñòè: 

0 1 1
0.

0 0 3
Èòàê, â çåë¸íîé ÷àñòè, âêëþ÷àÿ 

çåë¸íóþ ãðàíèöó, âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî 

2

2
cos 1

0,
3

a x

a x
â áåñöâåòíîé, âêëþ÷àÿ çåë¸íóþ ãðà-
íèöó, 

2

2
cos 1

0,
3

a x

a x
â ñèíåé áåç ãðàíèöû âûïîëíåíî íå-
ðàâåíñòâî  

2

2
cos 1

0.
3

a x

a x

Çàìåòèì, ÷òî 
1) íà «öåëîé» ãîðèçîíòàëè (ò. å.

íà ëèíèè const,a  îïðåäåë¸ííîé íà 
âñåé îñè x) 2a  âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî 

2

2
cos 1

0.
3

a x

a x
(îíà ïðîðèñîâàíà ïóíêòèðîì äëÿ 
îáîçíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïóíêòà á));  

2) íà «öåëîé» ãîðèçîíòàëè 
3a  âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 

2

2
cos 1

0;
3

a x

a x
3) íà «öåëûõ» ãîðèçîíòàëÿõ
, 2,a c c  âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 

2

2
cos 1

0.
3

a x

a x
Òåïåðü ìîæíî îòâå÷àòü íà âî-

ïðîñû çàäà÷è. 
à) Êàê âèäíî èç ðèñ. 9, ðåøåíèåì 

çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü, ñîñòîÿùàÿ 
èç «öåëûõ» êðàñíûõ ãîðèçîíòàëåé, 
íà êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî  

2 2

2 2
cos 1 cos 1

0 0,
3 3

a x a x

x a a x
 

ò. å. åñëè 2;3 .a

Ðèñ. 9 

á) Âèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî 
2 2

2 2
cos 1 cos 1

0 0
3 3

a x a x

x a a x
 

x

a

 −3   −2     −1             1      2      3   

5

4

3

2

1

0

−1
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íå èìååò ðåøåíèé, åñëè 2;3a  

êðàñíàÿ ïîëîñà íà ðèñ. 9, ïîòîìó ÷òî 
ëþáàÿ äðóãàÿ ãîðèçîíòàëü çàòðàãè-
âàåò ëèáî çåë¸íóþ, ëèáî ñèíþþ îá-
ëàñòü.  

â) Êàê îêàçàëîñü, ÷èñëèòåëü 
îãðàíè÷åí íå òîëüêî ñâåðõó, íî è 
ñíèçó. Ïîýòîìó ìû âèäèì, ÷òî íåðà-
âåíñòâî 

2 2

2 2
cos 1 cos 1

0 0,
3 3

a x a x

x a a x
 

âûïîëíåííîå â çåë¸íîé è ñèíåé îá-
ëàñòÿõ, ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 
çíà÷åíèÿõ x  ñïðàâåäëèâî òîëüêî â 
òîé ÷àñòè, ãäå ðàñïîëîæåíû «öåëûå» 
ãîðèçîíòàëè (çåë¸íûå), ò. å. òàì, ãäå 

;1 .a

Îòâåò. à) 2;3 ;  á) 2;3 ;  â) ;1 .

Âàæíîå ïðèìå÷àíèå. Íóæíû 
ëè íà ñàìîì äåëå ãðàôèêè äëÿ ðå-
øåíèÿ ýòîé çàäà÷è? Êàê âèäèòå, 
êîíêðåòíûé âèä ãðàôèêîâ íå èìå-
åò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ! Âàæíû ëèøü 
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è 
çíàìåíàòåëÿ, à òàêæå ÷èñëà, îãðà-
íè÷èâàþùèå ãðàôèêè ñâåðõó èëè 
ñíèçó ñîîòâåòñòâåííî. À ýòè çíà÷å-
íèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû èëè ñ ïî-
ìîùüþ êàêèõ-òî îöåíîê, èëè ñ ïî-
ìîùüþ ïðîèçâîäíûõ. 

Îòñòóïëåíèå. Â ïîñëåäíåå 
âðåìÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äîâîëüíî 
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî 
Êîøè. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü ðå-
øåíèÿ â äàëüíåéøåì, íàïîìíèì åãî: 

 
2

2 2 ,   0.
b

a x ab abx
x

   (*) 

Äåéñòâèòåëüíî, 

 

2
2

22 2

2

2 2

2
2 ,

b
a x

x

a x b ab x ab x

x

a x b ab x
ab

x

 

ïðè÷¸ì âèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòè-
ãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà  

0 .
b

a x b x
a

Íåðåäêî íåðàâåíñòâî Êîøè èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè âûðàæåíèÿ 

âèäà ,
b

ax
x

 ãäå 0,  0,  0.a b x

Òîãäà îíî ïðèíèìàåò âèä 

 2 , 0,  0,  0,
b

ax ab a b x
x

 

ïðè÷¸ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè 

.
b

x
a

 

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
,a  ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðàâåí-

ñòâî 

2 4

sin 1
0

4 1

a x

ax x
 

âûïîëíåíî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 
çíà÷åíèÿõ .x  

Ðåøåíèå. Ýòà çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ 
îò ïðåäûäóùåé òåì, ÷òî ãðàôèêè 
ñëîæíåå. Íî ìû âåäü çàìåòèëè, ÷òî 
«èñòèííûå» ãðàôèêè è íå íóæíû. 

 Ïåðâûé ñïîñîá (ïðèìåíÿåì íå-
ðàâåíñòâî Êîøè). Çàäà÷ó áóäåì ðå-
øàòü â ïëîñêîñòè ; .x a  Ðàáîòàòü

áóäóò ôóíêöèè 
1

sin 1 0
sin

a x a
x

è 
2 4 2

2
1

4 1 0 4 .ax x a x
x

  

Çàìåòèì, ÷òî 
1

1 1.
sin

a
x

 

Âîîáùå ãîâîðÿ, ýñêèç ýòîãî ãðà-
ôèêà ïðèêèíóòü ìîæíî, õîòÿ ïîêà 
ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì. Ãðàôèê 
ðàñïîëîæåí íå íèæå ïðÿìîé 1a  
(íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîãî âèäà 
ãðàôèêà), ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà 
âñåé ÷èñëîâîé îñè, çà èñêëþ÷åíèåì 
òî÷åê âèäà ,x k ;k  çíà÷åíèå 

1a  (ñïëîøíàÿ ãîðèçîíòàëü) ïðè-
íèìàåòñÿ â òî÷êàõ, ãäå sin 1.x  

Ïîýòîìó 1a  îòìå÷àåòñÿ ñïëîøíîé 
ëèíèåé (ðèñ. 10).  

Ìàòåìàòèêà
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Ïðèêèíåì, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü îá 
ýñêèçå âòîðîãî ãðàôèêà. Â ñèëó íå-
ðàâåíñòâà Êîøè (*), äëÿ âñåõ 0x  
èìååì 

2
2
1

4 4,a x
x

 

ïðè÷¸ì 

2 1 1
4 .

2 2
a x x

Ýñêèç ýòîãî ãðàôèêà óæå íå âñÿ-
êèé øêîëüíèê ïðåäñòàâëÿåò. Íî çàòî 
ìû ïîíèìàåì, ÷òî ãðàôèê ðàñïîëî-
æåí íèæå ïðÿìîé 4a  äëÿ âñåõ 
äåéñòâèòåëüíûõ x  (òîæå íåçàâèñè-
ìî îò âèäà ãðàôèêà), ôóíêöèÿ îïðå-
äåëåíà íà âñåé îñè çà èñêëþ÷åíèåì 
òî÷êè 0x  (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî 
ôèîëåòîâûé ïóíêòèð íà ðèñ. 10, õî-
òÿ âèä ýòîãî ãðàôèêà äàë¸ê îò äåé-
ñòâèòåëüíîãî). Ðàâåíñòâî  4a  
èñêëþ÷àåì (ïóíêòèðíàÿ ãîðèçîí-
òàëü), òàê êàê ïðè ýòîì çíàìåíàòåëü 
îáðàùàåòñÿ â 0, ïîýòîìó ïðÿìàÿ 

 4a  èçîáðàæåíà ïóíêòèðîì.  
Â òî÷êå 0;0 èìååì

1
0

1
 

çàäàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. 
Çíà÷èò, áåñöâåòíàÿ îáëàñòü «íàøà». 
Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò òà 
å¸ ÷àñòü, â êîòîðîé ðàñïîëîæèëèñü 
«öåëûå» ãîðèçîíòàëè, ò. å. âñå çíà-
÷åíèÿ 4;1a . Íàñòîÿùèå ãðàôè-

êè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 10. 

Ðèñ. 10 

Îòâåò. 4;1 .

Âòîðîé ñïîñîá (ðàáîòàåì ñ 
ïðîèçâîäíîé). Íàñ èíòåðåñóåò ïîâå-
äåíèå ôóíêöèé 

1
sin

a x
x

è 2
2
1

4a x x
x

. 

Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ ëåãêî îöåíèâà-
åòñÿ ñíèçó: 

1
1.

sin
a x

x
 

Åñëè ìû íå ïîíÿëè, íå çíàåì èëè 
ïðîñòî çàáûëè, ÷òî ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè, òî 
íàéä¸ì ýêñòðåìóì âòîðîé ôóíêöèè ñ 
ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé: 

4

3 3

max

2 2 8
8 ;

1
0

2

1 1
4 2 4

22

x
a x x

x x

a x x

a a

2
2
1

4 4.a x x
x

 

Îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ òàêèå 
æå, êàê â ïåðâîì ñïîñîáå. Îòñþäà 
ñëåäóåò  

Îòâåò. 4;1 .

Çàäà÷à 10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
,a  ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ  

à) íåðàâåíñòâî 

6 6
3cos 1 1

0
3 10 4

a x

x x a
 

âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ 1,x  
á) íåðàâåíñòâî 

6 6
3cos 1 1

0
3 10 4

a x

x x a
 

íå èìååò ðåøåíèé, 
â) íåðàâåíñòâî 

6 6
3cos 1 1

0
3 10 4

a x

x x a
 

âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ 1.x  
Ðåøåíèå. Áóäåì îïÿòü ðåøàòü 

çàäà÷ó â ïëîñêîñòè ; .x a  Ïåðåïè-

øåì íåðàâåíñòâî â áîëåå ïðèâû÷íîì 
âèäå: 

x

a
6
5
4
3
2
1
0

−1
−2
−3
−4
−5
−6

Ìàòåìàòèêà
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6 6

6 6

3cos 1 1
0

3 10 4

3cos 1 1
0.

3 10 4

a x

x x a

a x

a x x

Íàì íàäî èçó÷èòü ïîâåäåíèå ýñ-
êèçîâ ãðàôèêîâ óðàâíåíèÿ  

3cos 1 1 0

3cos 1 1

a x

a x
è óðàâíåíèÿ  

6 6

6
6

3 10 4 0

10
3 4.

x x a

a x
x

Ýòî åù¸ áîëåå ñëîæíûå ôóíê-
öèè, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ òðåáóåò 
óìåíèÿ è âðåìåíè, êîòîðûõ òî÷íî íå 
õâàòèò ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ 
ÅÃÝ (à ýòîò ïðèìåð áûë â 2008 ã.). 
Íî âåäü ìû çíàåì, ÷òî íàñòîÿùèå 
ýñêèçû è íå òðåáóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ 
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. 

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ 

3cos 1 1a x  
îïðåäåëåíà ïðè 1,x  ïðè ýòîì 

4 3cos 1 1 2,x
 ò. å. ãðàôèê ðàñïîëîæåí â ïîëîñå 

4 2,a  ñì. ðèñ. 11. Íà ãîðèçîíòà-
ëè 2a  âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 

6 6

3cos 1 1
0.

3 10 4

a x

a x x

Âòîðàÿ ôóíêöèÿ 

6
6
10

3 4a x
x

îïðåäåëåíà íà ;0 0; ,  ÷¸ò-

íàÿ, è 

6
6
10

3 4x
x

  

ïðè x  è ïðè 0.x  Êðîìå òîãî, 

6
6
10

3 4 2 3 10 4a x
x

 

â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè. Ãðàôèê 
ôóíêöèè 

6 64 3 10a x x

ðàñïîëîæåí âûøå ïðÿìîé 
4 4 2 90a , ïðè ýòîì 

4 4

4

2 90 4 2 90 3

90 81 2 90 4 2.

Â òî÷êå, íàïðèìåð, 2;0 íåðà-

âåíñòâî èìååò âèä 

6 6

0 3cos1 1
0,

0 3 2 102 4

ïîýòîìó ïîä ñèíåé è íàä çåë¸íîé 
ëèíèÿìè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 

6 6

3cos 1 1
0,

3 10 4

a x

a x x
 

à â áåñöâåòíîé îáëàñòè âûïîëíåíî 
íåðàâåíñòâî 

6 6

3cos 1 1
0.

3 10 4

a x

a x x

Ðèñ. 11 

Òåïåðü áóäåì ðåøàòü çàäà÷è. 
à) Òàê êàê ìåæäó êðèâûìè âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî 

6 6

6 6

3cos 1 1
0

3 10 4

3cos 1 1
0,

3 10 4

a x

x x a

a x

a x x

òî â òîé åãî ÷àñòè, ãäå ðàñïîëîæåíû 
«öåëûå» ãîðèçîíòàëè (èç ÎÄÇ), íåðà-
âåíñòâî âûïîëíåíî ïðè âñåõ 1.x  
Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè 

2 4 2 3 10,a
çàøòðèõîâàíî êðàñíûì. 

a

À
3 10 4−

2

0 1 xÂ
− 4

2

Ìàòåìàòèêà



2929

á) Íåðàâåíñòâî 

6 6

6 6

3cos 1 1
0

3 10 4

3cos 1 1
0,

3 10 4

a x

x x a

a x

a x x

êàê âèäíî íà ðèñ. 11, íå âûïîëíåíî, 
êîíå÷íî, âíå ÎÄÇ, à òàêæå ïðè 

2 4 2 3 10a
îáëàñòü êðàñíàÿ, íî ñ äðóãèìè ãðà-
íèöàìè, òàê êàê íà íàðèñîâàííûõ 
ãðàíèöàõ íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. 
Ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà a  íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãîðè-
çîíòàëè åñòü ïðîìåæóòêè, ãäå íåðà-
âåíñòâî âûïîëíåíî (êðàñíûå), à åñòü 
è òàêèå, â êîòîðûõ îíî íå âûïîëíåíî 
(ñèíèå èëè çåë¸íûå), èëè îíî íå âû-
ïîëíåíî íà âñåé ãîðèçîíòàëè (ñèíèå). 

â) Íà ðèñ. 11 âèäíî, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî 

6 6

6 6

3cos 1 1
0

3 10 4

3cos 1 1
0

3 10 4

a x

x x a

a x

a x x

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ 1x  ïðè 
; 4a   çàøòðèõîâàíî ñèíèì.

Äëÿ ëþáîïûòíûõ íàñòîÿùèå 
ãðàôèêè ôóíêöèé 

3cos 1 1a f x x

è 
6 64 3 10 ,a g x x x  

à òàêæå ðåøåíèÿ çàäà÷ (çàøòðèõî-
âàííûå îáëàñòè) ïðåäñòàâëåíû íà 
ðèñ. 12. Äëÿ ñàìûõ «äîòîøíûõ» äå-
òàëüíîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè 

6 64 3 10a x x
ïîêàçàíî íà ðèñ. 13. 

Îòâåò. à) 2; 4 2 3 10 ;  

á) 2; 4 2 3 10 ;  â) ; 4 .

Ðèñ.       12 

Ðèñ. 13 

 
 

 

 

x

a

−1     1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14

6
5
4
3
2
1
0

−1
−2
−3
−4
−5
−6

x

a

 0,8 0,994 1,008 1,022 1,036 1,05

2,1984

2,1888

2,1792

1,1696

2,16

2,1504

2,1408

2,1408

2,1312

2,1216

Ìàòåìàòèêà

Âå÷íîñòü  ýòî âðåìÿ äî ñëåäóþùåãî âûõîäíîãî äíÿ, à ìãíîâåíèå  ýòî 
îòïóñêíîå âðåìÿ.

***
Ñàìîå òÿæ¸ëîå âðåìÿ  ïåðâûå ÷åòûðå äíÿ ïîñëå âîñêðåñåíüÿ.

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 


