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Êîëåñíèêîâà Ñîôüÿ Èëüèíè÷íà
Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè 
Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (ÌÔÒÈ), 
ñïåöèàëèñò Çàî÷íîé ôèçèêî-òåõíè÷åñêîé 
øêîëû (ÇÔÒØ) ïðè ÌÔÒÈ. Îêîí÷èëà Ìîñêîâñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (ÌÃÓ), èìååò áîëüøîé 
îïûò ðàáîòû ñî ñòàðøåêëàññíèêàìè, àâòîð ïîñîáèé 
«Èíòåíñèâíûé êóðñ ïîäãîòîâêè ê ÅÃÝ», 
«Ðåøåíèå ñëîæíûõ çàäà÷ ÅÃÝ».

Ìàòåìàòèêà

Ãðàôèêè â çàäà÷àõ  
ñ ïàðàìåòðàìè 

 Äàííàÿ ðàáîòà îòêðûâàåò öèêë ñòàòåé, ïîñâÿù¸ííûõ èññëåäî-
âàíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ èëè âñ¸ òîò æå õîðîøî çíà-
êîìûé êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí, èëè äðîáíî-ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà, 
èëè äîâîëüíî ñëîæíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ìîäóëü, êîòîðûå 
óæå àëãîðèòìè÷íî íå ðåøàþòñÿ. Ê ðåøåíèþ çàäà÷ àêòèâíî ïðèâëå-
êàþòñÿ ãðàôèêè.  

 Ïðè ðàáîòå ñ êâàäðàòíûì òð¸õ÷ëåíîì èíîãäà íåâîçìîæíî 
îáîéòèñü áåç äèñêðèìèíàíòà, íî â ðàáîòå íè ðàçó íå ïîÿâèëñÿ 
êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà. Ìåòîäèêà 
èññëåäîâàíèÿ íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòîé.  

 Ìíîãèå çàäà÷è âçÿòû èç ðàçíûõ ïîñîáèé ïîä ðåäàêöèåé À.Ë. Ñå-
ì¸íîâà è È.Â. ßùåíêî (2014 ã.), ãäå îíè ïðåäëîæåíû â êà÷åñòâå ïîä-
ãîòîâèòåëüíûõ çàäàíèé Ñ5. Ïðèâåäåíû äðóãèå ñïîñîáû è ìåòîäû èõ 
ðåøåíèé. 

Öèêë ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ðàçíûõ ïî òåìàì ÷àñòåé. Ïåðâûå 
äâå ÷àñòè àäðåñîâàíû ó÷èòåëÿì è ó÷àùèìñÿ 9  11 êëàññîâ, çíàêî-
ìûì ñ êâàäðàòíûì òð¸õ÷ëåíîì. Â ïåðâîé ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíå-
íèÿ âèäà 

2 0,x f a x g a

âî âòîðîé  íåðàâåíñòâà âèäà 

0 0 .
x f a

x g a
 

Äàëåå íåñêîëüêî ñëîæíåå  òàì â óðàâíåíèÿ âõîäÿò ìîäóëè, 
ñàìè óðàâíåíèÿ àëãîðèòìè÷íî íå ðåøàþòñÿ, èíîãäà ê èññëåäîâàíèþ 
ïðèõîäèòñÿ ïðèâëåêàòü ïðîèçâîäíûå.  

Ñòàòüè íàïèñàíû ïî ïðîñüáå ó÷èòåëåé. Îíè îñíîâàíû íà ìàòå-
ðèàëàõ ëåêöèé, ïðî÷èòàííûõ àâòîðîì ñëóøàòåëÿì êóðñîâ ïîâûøå-
íèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé è ìåòîäè÷åñêèõ ðàáîòíèêîâ ïðè 
ÌÔÒÈ â èþíå 2014 ã. 
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×àñòü 1. Îïÿòü êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí 
×àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ñ ïà-

ðàìåòðîì, êîòîðûå ñîäåðæàò ðàäè-
êàëû, ëîãàðèôìû, ïîêàçàòåëüíûå 
ôóíêöèè, íî ïðè ýòîì ñ ïîìîùüþ 
çàìåíû ïåðåìåííûõ ñâîäÿòñÿ ê 
îáûêíîâåííîìó êâàäðàòíîìó óðàâ-
íåíèþ èëè íåðàâåíñòâó. Çäåñü î÷åíü 
âàæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü èñõîä-
íóþ çàäà÷ó ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëó-
÷èâøåìóñÿ êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ 
èëè íåðàâåíñòâó.  

Â ñòàòüå ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ 
÷àñòî èñïîëüçóåìûé â ðàáîòàõ àâòî-
ðà ïðè¸ì èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè 

2h t t f a t g a

ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ áîëåå ïðî-
ñòîãî êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà 

2y t t f a t t f a t ,

ïîñòðîåíèå êîòîðîãî íå ñâÿçàíî ñ 
äèñêðèìèíàíòîì. Íåêîòîðûå çàäà÷è 
ìîãóò áûòü ðåøåíû è äðóãèìè, áî-
ëåå îáû÷íûìè ñïîñîáàìè.  

1. Íåñêîëüêî ñëîâ îá èññëåäîâàíèè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óðàâíåíèå 

âèäà 2 0.x f a x g a

1) Ïåðåïèøåì åãî ïî-äðóãîìó:
2 0

.

x f a x g a

x f a x g a

2) Ïîñòðîèì ýñêèç ãðàôèêà
ôóíêöèè .y x x f a x  Ýòî

î÷åíü ïðîñòî  îäèí êîðåíü ðàâåí 0, 
à äðóãîé ðàâåí .f a  Íàì áóäåò âà-

æåí òîëüêî çíàê ,f a  ñì. ðèñ. 1, 2.

Ðèñ. 1. 0f a Ðèñ. 2. 0f a

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 2 23 4 7 12 0x a a x a a

èìååò íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü. 
Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå 

ïî-äðóãîìó, îòïðàâèâ ñâîáîäíûé 
÷ëåí íàïðàâî. Ýòî î÷åíü óäîáíî, ïî-
òîìó ÷òî ëåãêî ñòðîèòü ýñêèç ãðàôè-
êà îñòàâøåãîñÿ êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëå-
íà, íå äóìàÿ î äèñêðèìèíàíòå: 

2 2 2

2 2

3 4 7 12 0

3 4 7 12.

x a a x a a

x a a x a a

Ïîñòðîèì ýñêèç ãðàôèêà ëåâîé ÷à-
ñòè  ôóíêöèè 

2 3 4 .y x a a x

Òàê êàê äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî 

òð¸õ÷ëåíà 2 3 4a a  îòðèöàòåëåí,
çíàê êîýôôèöèåíòà ïðè x  ïîëîæè-
òåëåí ïðè ëþáûõ a . Ïîýòîìó ýñêèç 
ãðàôèêà èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé 
íà ðèñ. 1. Òåïåðü ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ 

const ,y c  ñì. ðèñ. 3. 

Ðèñ. 3 

y

Î x

y

xÎ

y

1y =  c

2y =  c

xÎ



1212 Ìàòåìàòèêà

Â íàøåé çàäà÷å â ðîëè c  «âû-
ñòóïàåò» âûðàæåíèå 

2 7 12c a a .
Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå èìååò íå-

îòðèöàòåëüíûé êîðåíü, åñëè  
2

2

7 12 0

7 12 0 3;4 ,

a a

a a a

ïðè ýòîì óðàâíåíèå èìååò äâà ðå-
øåíèÿ, ñðåäè êîòîðûõ âñåãäà åñòü 
íåîòðèöàòåëüíîå. 

Îòâåò. 3;4 .

Îáîáùåíèå. Òàê ìîæíî èññëåäî-
âàòü óðàâíåíèÿ âèäà  

2 2 2,   0.x f a x g a f a  (1)

1) Åñëè 0,g a  òî óðàâíåíèå

2 2 0x f a x g a

èìååò äâà êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ. 
Çäåñü, êîíå÷íî, íè÷åãî íîâîãî íåò: 
äëÿ äàííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ 

0,D  õîòÿ ìû åãî è íå âû÷èñëÿëè, 
ïðîèçâåäåíèå êîðíåé îòðèöàòåëüíî. 
Íî äàííûé ìåòîä áîëåå íàãëÿäíûé. 

2) Åñëè 0,g a  òî óðàâíåíèå

2 2 0x f a x g a

íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé. 
Â ýòîì ñëó÷àå óæå åñòü ïðåèìóùå-
ñòâà äàííîãî ìåòîäà ïåðåä êëàññè÷å-
ñêèì, â êîòîðîì ïðèøëîñü áû ïåðå-
áèðàòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.  

3) Åñëè 0,g a  òî óðàâíåíèå

2 2x f a x g a

èìååò îäèí îòðèöàòåëüíûé êîðåíü è 
îäèí êîðåíü, ðàâíûé 0. Ýòî, êîíå÷íî, 
î÷åâèäíî, íî èíîãäà ðèñóíîê ìîæåò 
ïîìî÷ü ïðè ïîëíîì èññëåäîâàíèè 
çàäàííîãî óðàâíåíèÿ. 

 Ìîæíî òàêæå èññëåäîâàòü ñâîé-
ñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ  

2 2 2, 0.x f a x g a f a  (2)

 Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî: 
1) åñëè 0,g a  òî óðàâíåíèå

2 2x f a x g a

èìååò äâà êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ, 

2) åñëè 0,g a  òî óðàâíåíèå

íå èìååò îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé, 
3) åñëè 0,g a  òî óðàâíåíèå

2 2x f a x g a

èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü è 
îäèí êîðåíü, ðàâíûé 0. 

Ðèñ. 4 

Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ 
îòâåòû 1)  3) íå çàâèñÿò íè îò 
äèñêðèìèíàíòà óðàâíåíèÿ, íè îò 
ôóíêöèè .f a  Îòâåò çàâèñèò òîëü-

êî  îò çíà÷åíèé ñâîáîäíîãî ÷ëåíà! 
À âîò íà ñóùåñòâîâàíèå, íàïðè-

ìåð, äâóõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé 
óæå âëèÿåò ôóíêöèÿ .f a  Íàïðè-

ìåð, óðàâíåíèå 
2 2 2, 0x f a x g a f a

èìååò äâà îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ, 
åñëè  

2 4

  0,
2 4

f a f a
y g a

ãäå  
2 2 .y x x f a x

Çäåñü óæå ðàáîòàåò äèñêðèìèíàíò 
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ 

2 2x f a x g a :

4 4 0.D f a g a

Íî çàìåòèì, ÷òî ôîðìóë ñ ðàäèêà-
ëàìè íåò. 

Êîíå÷íî, ýòè çàäà÷è ìîæíî ðå-
øàòü è ïî-äðóãîìó  íàïðèìåð, ïðè 
èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ 
õîðîøî ðàáîòàþò òåîðåìû Âèåòà. Íà 

y

xÎ
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âçãëÿä àâòîðà, îïèñàííûé ïðè¸ì îá-
ëàäàåò õîðîøåé íàãëÿäíîñòüþ. 

Ïðèâåä¸ííûå ðèñóíêè ìîãóò ïî-
ìî÷ü è ïðè èññëåäîâàíèè íåðàâåíñòâ 
âèäà 

2 2 0 ( 0).x f a x g a

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 28 1 4 5 0x a x a a

èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé 
êîðåíü.  

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå 
ïî-äðóãîìó, îòïðàâèâ ñâîáîäíûé 
÷ëåí íàïðàâî: 

28 1 4 5.x a x a a

Ðèñ. 5. 8 1 0a   Ðèñ. 6. 8 1 0a  

Âèäíî, ÷òî 
1) åñëè 8 1 0a (ñì. ðèñ. 5), òî

óðàâíåíèå  
2 28 1 4 5 0x a x a a

èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå 
ðåøåíèå â ñëó÷àå, åñëè 

2 24 5 0 4 5 0

1
1;5 ;5 ;

8

a a a a

a a

2) åñëè 8 1 0a  (ñì. ðèñ. 6), òî
óðàâíåíèå 

2 28 1 4 5 0x a x a a

èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå 
ðåøåíèå â ñëó÷àå, åñëè  

2 24 5 0 4 5 0

1
1;5 1;

8

a a a a

a a

Îòâåò. 1;5 .

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé 

2

2

2 0,

2 0

x x f a

x x g a

èìååò õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé 
êîðåíü.  

Ðåøåíèå. Ïåðåïèñûâàåì óðàâíå-
íèÿ ñîâîêóïíîñòè â äðóãîì âèäå:  

2

2

2 0,

2 0

2 ,

2 .

x x f a

x x g a

x x f a

x x g a

Çàòåì ñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé 

1 2y x x x  è 2 2y x x x  

íàì ãîäÿòñÿ ðèñ. 5 è 6 ñîîòâåò-
ñòâåííî. 

 Èç ðèñ. 5 ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå 
óðàâíåíèå ñîâîêóïíîñòè èìååò õîòÿ 
áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, 
åñëè 

1âåðø 1 1 1,f a y y f a

à âòîðîå óðàâíåíèå ñîâîêóïíîñòè 
èìååò õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå 
ðåøåíèå, åñëè 0,g a  ñì. ðèñ. 6.

Èòàê, ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé  
2

2

2 0,

2 0

x x f a

x x g a

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ çà-
äà÷, ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ëåâîé 
÷àñòè çàâèñèò îò çíàêà êîýôôèöè-
åíòà ïðè .x  Ïîýòîìó ïðèä¸òñÿ ðàñ-
ñìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ, ñì. ðèñ. 5, 6.  

.

y

xÎ

y

xÎ
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èìååò õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå 
ðåøåíèå, åñëè âûïîëíåíà ñîâîêóï-
íîñòü íåðàâåíñòâ  

1,

0.

f a

g a

Îòâåò. 
1,

0.

f a

g a

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé  

2 2

2 2

2 4 3 0,

2 2 2 2 0

ax ax a

a x a x a a

èìååò õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå 
ðåøåíèå.  

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì ñîâîêóï-
íîñòü: 

22 2

2 2 2

2

2

2 2 3,2 4 3 0,

2 2 2 2 0 2 2 2

3
2 ,

2

2
2 .

2

a x x aax ax a

a x a x a a a x x a a

a
x x

a

a a
x x

a

Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è (èëè ñäå-
ëàííûõ àíàëîãè÷íûõ ðèñóíêîâ) ñëå-

äóåò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü èìååò õîòÿ áû 
îäíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, åñëè  

2 2

2 2

3 13 2 3
1, 0 0,

2 2

1 22 2
0 0 0

2 2 2

3;0 1; ,
3; .

2;1 2;

a aa a a

a a a

a aa a a a

a a a

a
a

a

Îòâåò. 3; .

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé  

2

2
2

3
2 0,

4
2 0

2 1

a
x x

a

a
x x

a
èìååò õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå 
ðåøåíèå.  

Ðåøåíèå. Ïåðåïèñûâàåì óðàâíå-
íèÿ â äðóãîì âèäå:  

2

2
2

3
2 0,

4
2 0

2 1

a
x x

a

a
x x

a
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2

3
2 ,

4
2 .

2 1

a
x x

a

a
x x

a
Ñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé 

1 2 ,y x x x  ñì. ðèñ. 5, è

2 2 ,y x x x  ñì. ðèñ. 6.

Âèäíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü óðàâíå-
íèé  

2

3
2 ,

4
2

2 1

a
x x

a

a
x x

a
èìååò õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå 
ðåøåíèå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 

2

2

3 3 3;0 ,
0 0,

3 1 1
0 ; 1 ;3

4 1 21 1
2 1 2

1
;0 ;3 .

2

a a a
a a a a

a
a

y a
a

a

Îòâåò.
1

;0 ;3 .
2

2. Îñîáåííîñòè çàìåíû ïåðåìåííûõ

Ïîñëå òîãî êàê ìû ñäåëàëè çà-
ìåíó ïåðåìåííûõ è ñâåëè íàøå 
óðàâíåíèå ê êâàäðàòíîìó, íàäî îáÿ-
çàòåëüíî ñôîðìóëèðîâàòü íîâóþ 
çàäà÷ó  çàäà÷ó äëÿ êâàäðàòíîãî 
óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì, êîãäà ìû äå-
ëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â çàäà÷àõ 
ñ ïàðàìåòðàìè, íàäî îáðàòèòü âíè-
ìàíèå íà òî, ÿâëÿåòñÿ çàìåíà âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîé èëè íåò, èçìåíÿ-
åòñÿ ëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íîâîé 
ïåðåìåííîé. Ýòî î÷åíü âàæíî ó÷è-
òûâàòü ïðè ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è â 
íîâûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè, íàïðèìåð, 
â èñõîäíîé çàäà÷å ðå÷ü èä¸ò î êîëè-
÷åñòâå êîðíåé óðàâíåíèÿ 0,f x

òî ïðè çàìåíå 1,t x  êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîé, êîëè-
÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ 0f x  è

óðàâíåíèÿ 1 0f t  áóäåò îäèíà-

êîâî. Îäíàêî, åñëè ðå÷ü èä¸ò î êî-
ëè÷åñòâå ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé 
óðàâíåíèÿ 0,f x  òî äëÿ íîâîãî

óðàâíåíèÿ 1 0f t  ðå÷ü ïîéä¸ò î

êîðíÿõ, áóëüøèõ 1. 

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 

ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 23 4 1 7 13 0t a a t a a

èìååò ðåøåíèå. 
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ 

ñòàíäàðòíûì – íàäî ÷òî-òî äåëàòü. 
Çàìåòèì, ÷òî 

2 23 4 1 7 13t a a t a a

2

2

0 1 3 4 1

7 12 0.

t a a t

a a
Ïîýòîìó óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ: 

2

0,
1

1.

x
t x

t x

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî 
êîëè÷åñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèé x è çíà÷åíèé t  îäèíàêîâî  çà-
ìåíà âçàèìíî îäíîçíà÷íà.  

 Çàäàííîå óðàâíåíèå ïðèìåò 
âèä: 

2 2 23 4 7 12 0.x a a x a a

Òåïåðü         íàäî âûÿñíèòü,
êóþ çàäà÷ó íàäî ðåøèòü äëÿ íîâîãî, 

  êà-  
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óæå ñòàíäàðòíîãî êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Òàê êàê íîâàÿ ïåðåìåííàÿ 
ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå 
çíà÷åíèÿ, òî íàäî ðåøèòü  

Çàäà÷ó 6*. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 2 23 4 7 12 0x a a x a a

èìååò íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü. 
Ýòó æå çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìó-

ëèðîâàòü è ïî-äðóãîìó:  
Çàäà÷à 6**. Íàéäèòå âñå çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç 
êîòîðûõ ñèñòåìà 

2 2 23 4 7 12 0,

0

x a a x a a

x
èìååò ðåøåíèå. 

Èç Çàäà÷è 1 ñëåäóåò îòâåò äëÿ 
Çàäà÷è 6* è 3àäà÷è 6**: 3;4 .a

Îòâåò. 3;4 .

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 2 23 4 1 7 13 0x a a x a

èìååò ðåøåíèå. 
Ðåøåíèå. 
1) Çàìåòèì, ÷òî

2 2 2

2 2 2

3 4 1 7 13 0

1 3 4 1

7 12 0.

x a a x a

x a a x

a
     Ñäåëàåì, êàê îáû÷íî, çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ:  

21 , 0.x t t
Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 

2 2 3 4 7 12 0.t a a t a

2) Êàêóþ çàäà÷ó íàäî ðåøèòü
äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ? Çàäà÷ó 1? 
Äðóãóþ? Ïî÷åìó? 

Ýòî ñâÿçàíî ñ çàìåíîé ïåðåìåí-
íûõ. Â îòëè÷èå îò Çàäà÷è 6, îãðàíè-
÷åíèÿ 0t  íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. 

Íàéä¸ì ñâÿçü ñòàðîé ïåðåìåííîé ñ 
íîâîé:  

2
2 2

2

2 2

0,
1

1

0, 1,
1 1.

t
x t

x t

t x t

x t t
Îêàçûâàåòñÿ, íåñìîòðÿ íà «ñõî-

æåñòü» ñ Çàäà÷åé 6, âîçíèêàåò íîâàÿ 
çàäà÷à, ïîòîìó ÷òî 1,t  à íå ïðîñòî 
íåîòðèöàòåëüíî. Îíà çâó÷èò òàê: 

Çàäà÷à 7*. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 2 3 4 7 12 0t a a t a

èìååò ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå 
ïðîìåæóòêó 1; ,  èëè, ÷òî òî æå:

Çàäà÷à 7**. Íàéäèòå âñå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç 
êîòîðûõ ñèñòåìà 

2 2 3 4 7 12 0,

1

x a a x a

x

èìååò ðåøåíèå. 
3) Ðåøèì Çàäà÷ó 7*. Îïÿòü ïåðå-

ïèøåì óðàâíåíèå ïî-äðóãîìó, îò-
ïðàâèâ ñâîáîäíûé ÷ëåí íàïðàâî: 

2 3 4 7 12.t a a t a

Ïîñòðîèì ýñêèç ãðàôèêà ôóíê-
öèè  

2( ) 3 4y t t a a t

è ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ 7 12y a , ñì. 
ðèñ. 7.  

Ðèñ. 7 

y

−1 0 1 2 3 4 5 x
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Âèäíî, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è áóäåò 
âûïîëíåíî, åñëè  

2

2

7 12 1

7 12 1 3 4

10 17 0

5 8;5 8 .

a y

a a a

a a

a

Îòâåò. 5 8;5 8 .

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ íåðàâåíñòâî 

24 3 1 2 1 0x xa a a

èìååò ðåøåíèå. 
Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ:  

22 log , 0.x t x t t

Ïåðåïèøåì çàäà÷ó â íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ. 

Çàäà÷à 8*. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ ñèñòåìà  

2

0,

3 1 1

t

t a t a a

èìååò ðåøåíèå. 

Ðèñ. 8. 3 1 0a    Ðèñ. 9. 3 1 0a

Ñòðîèì ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè 

3 1y t a t  è ïðîâîäèì ãîðè-

çîíòàëü 2 1,y a a  ñì. ðèñ. 8, 9.

Çàìåòèì, ÷òî 2 1 0a a  ïðè ëþ-
áîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. 

Òåïåðü âèäíî, ÷òî 
1) åñëè 3 1 0a (ðèñ. 8), òî íå-

ðàâåíñòâî 
23 1 1t a t a a

èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå â 
ñëó÷àå, åñëè  

2

2
2

2 2

2

3 1
1

2

3 1
1

2

4 4 4 9 6 1

5 2 3 0

3
; 1; .

5

a
a a y

a
a a

a a a a

a a

a

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 3 1 0,a  ïîëó-

÷àåì, ÷òî 1; .a

2) Å ñëè 3 1 0a  (ðèñ. 9), òî, êàê
âèäíî, ðåøåíèé çàäà÷è íåò.  

Îòâåò. 1; .

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ íåðàâåíñòâî 

22 2sin 3 2 cos 4a x a x  

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî .x  

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ: 2sin ,t x  t  èçìåíÿåòñÿ íà

îòðåçêå 0;1 .  Íåðàâåíñòâî ïðèìåò

âèä:  
2

2

3 2 1 4

6 1 11 3 0.

a t a t

at a t a

Âîçíèêëà íîâàÿ çàäà÷à. 

y

xÎ

y

xÎ
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Çàäà÷à 9*. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ íåðàâåíñòâî 

2 6 1 11 3 0at a t a
âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ,t  ïðèíàäëå-
æàùåãî îòðåçêó 0;1 .  Ñèòóàöèÿ ó
íàñ ñëîæíåå, ÷åì â ïðåäûäóùèõ çà-
äà÷àõ, ïîòîìó ÷òî ïàðàìåòð ïðèñóò-
ñòâóåò âåçäå.  

Ïåðâûé ñïîñîá. Ðåøåíèå çàâè-
ñèò, êîíå÷íî, îò çíàêà ,a  êîòîðûé 
îïðåäåëÿåò âèä ïàðàáîëû. 

1) Íà÷í¸ì, êîíå÷íî, ñ 0:a
3 0   íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî 

äëÿ ëþáîãî ,t  ïðèíàäëåæàùåãî îò-

ðåçêó 0;1 . Çíà÷èò, 0a   ðåøå-

íèå çàäà÷è. 
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè 

íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ,t  

ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó 0;1 ,  òî

îíî âûïîëíåíî è ïðè 0,t  è ïðè 

1,t  ò. å.  

11 3 0,
3

2
6 1 11 3 0 11

3

a
a

a a a a
. 

2) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà 0.a
Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ. 
Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî, åñëè çíà-
÷åíèÿ êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà 

2 6 1 11 3y t at a t a

â êîíöàõ îòðåçêà îòðèöàòåëüíû, òî 
è âíóòðè îòðåçêà îíè òîæå îòðèöà-
òåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè  

3
0

11
a

óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíåíû. 

3) Ðàññìîòðèì òåïåðü 0.a
Åñëè íàðèñîâàòü âñå âîçìîæíûå 
ðàñïîëîæåíèÿ ïàðàáîëû 

2 6 1 11 3y t at a t a

îòíîñèòåëüíî îòðåçêà 0;1  (íàðèñóé-

òå ýòè ïîëîæåíèÿ), òî áóäåò âèäíî, ÷òî 
íàñ íå óñòðàèâàåò ëèøü îäíà «êàðòèí-
êà»  ýòî êîãäà âåðøèíà ïàðàáîëû
íàõîäèòñÿ âíóòðè îòðåçêà 0;1  è çíà-

÷åíèå â âåðøèíå íåîòðèöàòåëüíî. Îïè-
øåì ýòó ñèòóàöèþ ìàòåìàòè÷åñêè: 

2 2

0,

6 1
0 1,

2

6 1 44 12
0 0

4

a

a

a

a a a
y t

a

2

1 1
,

4 6
,

6 38 6 38
8 24 1 0 ;

4 4

a

a a a
 ò. ê. 

6 38 1 6 38 1
18 3 38 2 20 3 38 400 342

4 6 4 6
. 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, êîãäà âåð-
øèíà íàõîäèòñÿ âíóòðè îòðåçêà, òî 
çíà÷åíèå â âåðøèíå îòðèöàòåëüíî  

çíà÷èò, è íà âñ¸ì îòðåçêå îòðèöà-
òåëüíî. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ëþáîì 

0a óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî. 

âåðø
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Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû 1  3, ïî-

ëó÷àåì, ÷òî 
3

; .
11

a

Îòâåò.
3

; .
11

  

 Âòîðîé ñïîñîá. Äëÿ íà÷àëà 
çàìåòèì, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî ñïðà-
âåäëèâî äëÿ âñåõ ,t  ïðèíàäëåæàùèõ 

îòðåçêó 0;1 ,  òî îíî âûïîëíåíî è

ïðè 0,t  è ïðè 1,t  ò. å. 

11 3 0,
3

.2
6 1 11 3 0 11

3

a
a

a a a a

Ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷è. 

Òåïåðü ïåðåïèøåì íàøå íåðà-
âåíñòâî îòíîñèòåëüíî a: 

2

2

6 11 3 0

1
3 .

3 2

a t t t

a t
t

Ôóíêöèÿ  
2

1 3 2y t t

ïîëîæèòåëüíà íà âñåé ÷èñëîâîé 

ïðÿìîé è íà ;3  ìîíîòîííî óáû-

âàåò. Çíà÷èò, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà ôóíêöèÿ 

2

1
3

3 2
y t t

t

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ðàññìàòðè-

âàåìîì îòðåçêå 0;1  êàê ïðîèçâåäå-

íèå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ è ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùèõ. Ïîýòîìó 

3
0

11
y t y

íà âñ¸ì îòðåçêå 0;1 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå 
3

11
a  ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ 

òîãî, ÷òîáû  

2

3

6 11

t
a

t t
áûëî âûïîëíåíî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ 

0;1t .

Îòâåò. 
3

; .
11

 

Çàäà÷à 10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå  

2
7 7

7 7

2

log 2 2 log 2 2

8 log 2 2 log 2 2

2 8 4 0

x a x a

a x a x a

a a
èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. 

Ðåøåíèå. Íàéä¸ì ÎÄÇ:  

0,

;0,

0 0,

.

a

x ax a

x a a

x a

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: 

7 7

7

log 2 2 log 2 2

log

7 7 1 7 1

ÎÄÇ

ÎÄÇ

t t t

t x a x a

x a
t

x a
x a

x a
x a
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0 0,

0,

7 1 2
.

7 1 7 1

t

t t

t a

t

a a
x a

Îòñþäà âèäíî, ÷òî çàìåíà âçàèìíî 
îäíîçíà÷íà. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðîèñõî-
äèò ïðè 0:a  

2
7 7log 2 log 2 4 0 .x x

Çíà÷èò, ó íàñ 0.a  Ïåðåïèøåì 
óðàâíåíèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ:  

2 2

2 2
8 2 8 4 0

4 14 8 4,

t at a a

t a a a
ãäå, êàê âèäíî, âñåãäà 

214 8 4 0.a a
Êàêóþ æå çàäà÷ó ìû äîëæíû 

ïîñòàâèòü äëÿ ýòîãî êâàäðàòíîãî 
óðàâíåíèÿ? Ó íàñ ñëîæíîå ÎÄÇ. Èç 
íåãî ñëåäóåò, ÷òî 

0,2
1 0 0

0.7 1

0,2 2 2 7
2 0 2 0 0

0.7 1 7 1 7 1

t

t

t t t

aa
a x a

t

aa a a
a a a a

t

Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàì ïðèä¸òñÿ 
ðåøàòü äâå çàäà÷è. 

Çàäà÷à 10*. Íàéäèòå âñå ïîëî-
æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  
ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå 

2 24 14 8 4t a a a

èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ. 
Çàäà÷à 10**. Íàéäèòå âñå îòðè-

öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  
ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå 

2 24 14 8 4t a a a

èìååò äâà îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ. 
Íàðèñóåì ýñêèçû ãðàôèêîâ 

ôóíêöèè  
24y t t a

äëÿ 0a  (ðèñ. 10) è äëÿ 0a  (ðèñ. 11). 

Ðèñ. 10. 0a  Ðèñ. 11. 0a

Âèäíî, ÷òî íóæíûõ êîðíåé äâà 
íà ëþáîì ðèñóíêå, åñëè 

2

2 2

2

0 14 8 4 0

14 8 4 16

4 2 0

; 2 6 2 6; .

a a y

a a a

a a

a

Ïåðâûé ïðîìåæóòîê ãîäèòñÿ äëÿ 
0,a  à âòîðîé  äëÿ 0.a  

Çàìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à  ðåä-
êèé ñëó÷àé, êîãäà ÎÄÇ èãðàåò òàêóþ 
ñóùåñòâåííóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè. 

Îòâåò. 

; 2 6 2 6; .

Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò. 

y

xÎ

y

xÎ


