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Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (ÌÔÒÈ), 
ñïåöèàëèñò Çàî÷íîé ôèçèêî-òåõíè÷åñêîé 
øêîëû (ÇÔÒØ) ïðè ÌÔÒÈ. Îêîí÷èëà Ìîñêîâñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (ÌÃÓ), èìååò áîëüøîé 
îïûò ðàáîòû ñî ñòàðøåêëàññíèêàìè, àâòîð ïîñîáèé 
«Èíòåíñèâíûé êóðñ ïîäãîòîâêè ê ÅÃÝ», 
«Ðåøåíèå ñëîæíûõ çàäà÷ ÅÃÝ».

Ìàòåìàòèêà

Ãðàôèêè â çàäà÷àõ  
ñ ïàðàìåòðàìè. 

×àñòü 3 
Â ýòîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå íå-

ñêîëüêî ìîäóëåé, à èíîãäà åù¸ ëîãàðèôìû èëè ðàäèêàëû, ðåøèòü 
êîòîðûå íåâîçìîæíî. Äëÿ íèõ â çàäàíèÿõ Ñ5 ïîñòàâëåíû çàäà÷è îá 
îòûñêàíèè òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ó óðàâíåíèÿ 
ñóùåñòâóåò îäèí èëè òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ 
çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ ïðèâëåêàòü íå ñàìûå ïðîñòûå ãðàôèêè. 

1. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âàæíî
óìåòü ñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè 
y k x   óãîë, áîêîâûìè ñòîðîíàìè 

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëó÷è ,y kx  
èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò. 
Âàæíî òàêæå ïîíèìàòü, ÷òî ãðàôèê 
ôóíêöèè 

y k x a f a  

ýòî ãðàôèê ôóíêöèè ,y k x  ïåðå-
íåñ¸ííûé â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè 

, .x a y f a  Â íàøèõ çàäà÷àõ a
áóäåò ïàðàìåòðîì, à ïîòîìó âàæíî, 
ãäå æå ðàñïîëîæåíû òàêèå óãëû. 
Òàê êàê äëÿ óãëà ,x a a x  òî 
êîîðäèíàòû âåðøèíû ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèåì ,y f a f x  ò. å. âñå
óãëû ñâîèìè âåðøèíàìè «ñêîëüçÿò» 
ïî êðèâîé !y f x

2. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ íàì ïðè-
ä¸òñÿ õîðîøî ïîíèìàòü, ÷òî ó ãðà-

ôèêà y k x  ÷èñëà k   ýòî òàí-

ãåíñû óãëîâ íàêëîíà ëó÷åé .y kx
Èõ èíîãäà ïðèä¸òñÿ ñðàâíèâàòü ñ 
íàêëîíîì êàñàòåëüíîé ê êðèâîé 
y g x  â íåêîòîðîé òî÷êå 0 .x  Ïðè

ýòîì íàäî çíàòü è ïîìíèòü, ÷òî 
íàêëîí êàñàòåëüíîé îïðåäåëÿåòñÿ 
çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè 
y g x  â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå

0,x  ãäå çíà÷åíèå 0 0y x g x  

ýòî è åñòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êà-
ñàòåëüíîé ê îñè Ox â òî÷êå 0 .x

3. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìû ïîäñòàâëÿåì 
èíòåðåñóþùèå íàñ òî÷êè íå â òîò èëè 
äðóãîé ëó÷ «óãîëêà», à â óðàâíåíèå 
ñàìîãî «óãîëêà», ïîòîìó ÷òî èíîãäà 
ðàáîòàþò îáà ëó÷à (íàïðèìåð, çàäà÷è 
1, 3 è äð.), à èíîãäà òîëüêî îäèí 
(íàïðèìåð, çàäà÷è 2, 3 è äð.) 
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1. Çàäà÷è, â êîòîðûõ íàäî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a,
ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàííîå óðàâíåíèå èìååò 

åäèíñòâåííûé êîðåíü 

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

13 1 3 7 2 5 5 4t a t t t a

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü. 
Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. 

Ïðåæäå âñåãî óïðîñòèì óðàâíåíèå  
ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ, ÷òîáû 
ïîä çíàêîì ìîäóëÿ áûëî ïîìåíüøå 
ïàðàìåòðà: 

1 1.t a x t x a  
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â íîâûõ 

ïåðåìåííûõ:  
13 3 6

2 1 2 5 4 4.

x x a

x a x

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå àëãîðèò-
ìè÷íî íå ðåøàåòñÿ. ×òî äåëàòü?  

Ïåðåíåñ¸ì â ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ âñå ôóíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò 
ïàðàìåòðà, ÷òîáû ïîïðîáîâàòü ïî-
ñòðîèòü ýñêèç ãðàôèêà ýòîé ÷àñòè, à 
âñ¸, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà, îòïðà-
âèì íàïðàâî:  

13 5 4 2 1 4

2 3 6 .

x x x

a x a

Ïðèêèíåì ýñêèç ãðàôèêà ëåâîé 
÷àñòè  ôóíêöèè 

13 5 4 2 2y x x x :  

ýòî ëîìàíàÿ ñ òî÷êàìè èçëîìà 0x
è 4,x  ñì. ðèñ. 1. 

  Ðèñ. 1       Ðèñ. 2 

Òåïåðü çàéì¸ìñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ. 
Çàìåòèì, ÷òî 2 3 6y a x a   

ýòî «îïðîêèíóòûé» óãîë ñ âåðøèíîé 
â òî÷êå  

6 6,

2  2 12,

x a a x

y a x
à ïîòîìó âåðøèíû «ñêîëüçÿò» ïî 
ïðÿìîé  2 12y x  (ôèîëåòîâàÿ 

ëèíèÿ íà ðèñ. 2). Óãîë è ëîìàíàÿ 
áóäóò èìåòü åäèíñòâåííóþ òî÷êó 
ïåðåñå÷åíèÿ (íàðèñóéòå íåñêîëüêî 
ïîëîæåíèé òàêèõ óãîëêîâ), åñëè 
óãîë ïðîéä¸ò ÷åðåç òî÷êó ìèíèìóìà 
ëîìàíîé  òî÷êó  0; 22 .  Íàéä¸ì

,a  ïîäñòàâèâ òî÷êó  0; 22  â óðàâ-

íåíèå óãëà: 

x

y

−6  −4  −2  0     2    4   6

64

56

48

40

32

24

16

8

−8

−16

−24

x

y

−12 −6  −4  −2  0     2    4  

64

56

48

40

32

24

16

8

−8

−16

−24



2222 Ìàòåìàòèêà

 22 2 3 6 3 6 2 22

11 0,

3 18 2 22 4, 4, 8.

3 18 2 22 8

a a a a

a

a a a a a

a a a

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óãîëêîâ áó-
äåò äâà, ïðè÷¸ì îäèí ïåðåñåêàåòñÿ ñ 
ëîìàíîé ëåâûì «áîêîì», à äðóãîé  
ïðàâûì (êðàñíûå ëèíèè íà ðèñ. 2). 

Îòâåò. 4; 8.  

Çàìå÷àíèå. Ýòîò ñïîñîá óäîáåí 
äëÿ òåõ, êòî ïðèâûê ñòðîèòü êîí-
êðåòíûå ãðàôèêè, à íå ãðàôèêè «â 
ïðèíöèïå», êàê ýòî ñäåëàíî â ñëå-
äóþùåì ñïîñîáå.  

Âòîðîé ñïîñîá (ãðàôèê «â 
ïðèíöèïå»). Ïåðåíåñ¸ì â ëåâóþ 
÷àñòü óðàâíåíèÿ âñå ñëàãàåìûå, çà-
âèñÿùèå îò :x  

13 5 4 2 3 6

2 2 .

x x x x a

a
Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 

13 5 4

2 3 6 .

y x x x

x x a

Òàêèì ñïîñîáîì çàäà÷ó ðåøàþò 
òå ó÷àùèåñÿ, êîòîðûå õîðîøî ïîíè-
ìàþò, êàê âûãëÿäèò ãðàôèê ýòîé 
ôóíêöèè «â ïðèíöèïå», áåç êîí-
êðåòíîãî ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé.  

Ïðè ëþáîì ðàñêðûòèè ìîäóëåé 
áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ëîìàíûå ñ ðàçíû-
ìè íàêëîíàìè. Çàìåòèì, ÷òî 
íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò ó íàñ ðà-
âåí 13. Åñëè 0,x  òî ïðè ëþáîì 

ðàñêðûòèè ìîäóëåé ïîëó÷àþòñÿ ëî-
ìàíûå ñ ïîëîæèòåëüíûì íàêëîíîì: 

13 5 2 3 0,  
ò. å. ïðè 0x ôóíêöèÿ ìîíîòîííî 
âîçðàñòàåò. Åñëè 0,x  òî ïðè ëþ-
áîì ðàñêðûòèè ìîäóëåé ïîëó÷àþòñÿ 
ëîìàíûå ñ îòðèöàòåëüíûì íàêëîíîì: 

 13 5 2 3 0,   
ò. å. ïðè 0x  ôóíêöèÿ ìîíîòîííî 
óáûâàåò. Ïîýòîìó ïðè 0x  ôóíê-

öèÿ y x  ïðèíèìàåò ñâî¸ ìèíè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 

3 6 20.a  Ðåøåíèå áóäåò îäíî, 

åñëè  
(0) 2 2 3 6 22 2

11 0,
4,

3 18 22 2 ,
8.

3 18 22 2

y a a a

a
a

a a
a

a a

Ýòîò ñïîñîá ãîäèòñÿ äëÿ òåõ, êòî 
ñâîáîäíî âëàäååò ïîñòðîåíèåì ãðà-
ôèêîâ ëîìàíûõ. Íà ðèñ. 3 à  ã ïðè-
âåäåíû ïðèìåðû ãðàôèêîâ ëåâûõ 
(çåë¸íûå ëîìàíûå) è ïðàâûõ (êðàñ-
íûå ïðÿìûå) ÷àñòåé óðàâíåíèÿ 

13 5 4 2 3 6 2 2x x x x a a

ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà .a  
Îòâåò. 4; 8.  

   à    á  â        ã 

Ðèñ. 3. à:  8a  (îäíî ðåøåíèå); á:  4a (äâà ðåøåíèÿ); â: 0a  (äâà 
ðåøåíèÿ); ã: 4a  (îäíî ðåøåíèå) 

x

y

84

70

56

42

20

14

0

−14
−6  −4  −2        2    4  

x

y

−6  −4  −2        2    4  

98

84

70

56

42

28

14

0

−14
x

y

−6  −4  −2        2    4  

100

80

60

40

20

0

−14 x

y
160

140

120

100

80

60

40

20

0
−12 −10 −8 −6 −4 −2     2   4  
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Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

13 5 4 2 1 4

2 6 .

x x x

a x a

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü. 
Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. 

Óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ 
ïðåäûäóùåé çàäà÷è òîëüêî êîýô-

ôèöèåíòîì ïðè 6 .x a  Õîä ðå-

øåíèÿ äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ðåøå-
íèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è. 

Ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå: 

13 5 4 2 2 2 6 .x x x a x a  

Âûÿñíÿåì, ÷òî âåðøèíû «óãîë-
êîâ» ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé

 2 12y x . Ðèñóåì ëîìàíóþ 

13 5 4 2 2y x x x x  (çåë¸-

íàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 4) è ïðÿìóþ 
2 12y x  (ôèîëåòîâàÿ ëèíèÿ íà 

ðèñ. 4). Çàòåì ðèñóåì «ïðîáíûé» 
óãîë (ñèíèé). Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå 
ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì, åñëè 

«óãîë» 2 6y a x a  ïðîõîäèò 

÷åðåç âåðøèíó ëîìàíîé  òî÷êó 

0; 22 :

22 2 6 6 2 22a a a a

11 0,

6 2 22,

6 2 22

11 0,

16 ,

28 1
9

3 3

a

a a

a a

a

a

a

1 56 10
9 .
3 3 3

a y x  

Êàê âèäèòå, â îòëè÷èå îò ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è òàêîé óãîë òîëüêî îäèí. 
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî «ðàñòâîð» 
óãëà ñòàë äðóãèì (ñì. ðèñ. 4). 

Îòâåò. 
1

9
3

.  

Ðèñ. 4 

Çàìå÷àíèå. Æåëàþùèå ìîãóò 
ðåøàòü âòîðûì ñïîñîáîì, ïðèâåä¸í-
íûì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. 

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå  

2 211 2 3 4 13

5 2 2 2

a t t t

a t a

èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.  
Ðåøåíèå. ×àñòî çàäà÷è «ðîæäà-

þòñÿ» èç íåêîòîðîé áàçîâîé, à çàòåì 
òèðàæèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû 
ïåðåìåííûõ  ñäâèãîâ, ðàñòÿæåíèé. 
Òàê è â íàøåì ñëó÷àå.  

Ïðåæäå âñåãî óïðîñòèì óðàâíå-
íèå  ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

2 2.t x t x  Ïåðåïèøåì 
óðàâíåíèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ: 

2 211 3 9 5 2 2 .a x x a x a

ßñíî, ÷òî îïÿòü óðàâíåíèå àëãî-
ðèòìè÷íî íå ðåøàåòñÿ. ×òî äåëàòü?  

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïåðåíåñ¸ì â ëå-
âóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ âñå ôóíêöèè, íå 
çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà, ÷òîáû ïî-
ïðîáîâàòü ïîñòðîèòü ýñêèç ãðàôèêà 
ýòîé ÷àñòè, à âñ¸, çàâèñÿùåå îò ïàðà-
ìåòðà, îòïðàâèì íàïðàâî:  

2 23 9 11 5 2 2 .x x a a x a

Ïðèêèíåì ýñêèç ãðàôèêà ëåâîé 
÷àñòè, ò. å. ôóíêöèè 

23 9 11y x x .

x

y

66

55

44

33

22

11

 

−11

−22

 −8 −6 −4 −2  0    2   4  6  
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Ôóíêöèÿ  
23 9 11y x x

÷¸òíàÿ, ïðè 0x  ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùàÿ (çåë¸íàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 5). 

Òåïåðü èçó÷èì ñòðóêòóðó ãðà-
ôèêà ïðàâîé ÷àñòè  ôóíêöèè

25 2 2y a a x a . Çàìåòèì, ÷òî 

âåðøèíà «óãëà» íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ 

àáñöèññîé 2 ,
2
x

x a a  à âñå 

âåðøèíû ëåæàò íà ïàðàáîëå 
2

2 5
5 ,

2 4
x x

y a a  ñêîëüçÿò ïî 

íåé. Ïðîâåä¸ì ïàðàáîëó íà ÷åðòåæå 
(ñèíÿÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 5). 

 Ðèñ. 5  

Äàëåå íàì íàäî íàðèñîâàòü 
«óãîëêè»  

25 2 2y a a x a

ñ âåðøèíàìè íà ýòîé ïàðàáîëå, ïå-
ðåñåêàþùèå íàø ãðàôèê â îäíîé 
òî÷êå. Ýòî áóäóò óãîëêè 

25 2 2y a a x a ,  

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó 0;9

(êðàñíûå): 
2

2

9 5 2 2

4 9 5

a a a

a a a

2

2

0,

9 5 4 ;

0,

9 5 4

a

a a a

a

a a a

9 3 5
.

2
a

Âòîðîé ñïîñîá. Ïåðåíåñ¸ì â 
ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ âñå ñëàãàå-
ìûå, çàâèñÿùèå îò :x  

2 2

2 2

11 3 9 5 2 2

11 3 9 2 2 5 .

a x x a x a

x x x a a a

Ïðîàíàëèçèðîâàâ (ïîýòîìó ýòîò 
ñïîñîá ïîäõîäèò äëÿ òåõ, êòî áûñòðî 
óìååò ýòî äåëàòü) ôóíêöèþ 

211 3 9 2 2 ,y x x x x a

ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè ëþ-
áîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a  îíà ïðè-
íèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â 
òî÷êå 0.x  Ïîýòîìó åäèíñòâåííîå 
ðåøåíèå áóäåò â ñëó÷àå, åñëè  

2

2

0 5

9 3 5
9 2 2 5 .

2

y a a

a a a a

Îòâåò. 
9 3 5 9 3 5

; .
2 2

Çàìå÷àíèå. Âûáèðàéòå òîò ñïî-
ñîá, êîòîðûé êàæåòñÿ âàì áîëåå 
óáåäèòåëüíûì è ïîíÿòíûì.  

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 2

2

17 7 12 2 15

2 6 3 4 3

x a a x a x

a a x x x a

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü. 
Ðåøåíèå. Ýòî ïðèìåð çàäà÷è, â 

êîòîðîé, êðîìå ðàññóæäåíèé î òîì, 
÷òî ïîëó÷àåòñÿ «â ïðèíöèïå», íè÷å-
ãî ñäåëàòü íåëüçÿ  ñëèøêîì ìíîãî 
ìîäóëåé! 

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 
2

2 2

17 7 12

2 15 2 6 3

4 3 .

y x x a x a

x a x a a

x x a

Âîò ñòàíäàðòíîå ðàññóæäåíèå, 
âñòðå÷àþùååñÿ ó ñîñòàâèòåëåé ÅÃÝ 
ïðèìåðíî ñ 2005 ã.: «Åñëè ,x a  òî 
ïðè ëþáîì ðàñêðûòèè ìîäóëåé ïî-

x

y

−2  0    2   4  6   8  10 12  14  16  18 20 

18

9
 

−9

−18

−27
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ëó÷àþòñÿ ëîìàíûå y kx b  ñ ïî-
ëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì 

 17 7 2 1 5 3k .  
Çíà÷èò, ïðè x a  ôóíêöèÿ ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò. Åñëè ,x a  òî ïðè 
ëþáîì ðàñêðûòèè ìîäóëåé ïîëó÷à-
þòñÿ ëîìàíûå y kx b  ñ îòðèöà-
òåëüíûì çíà÷åíèåì 

 17 7 2 1 5 2.k  
Çíà÷èò, ïðè x a  ôóíêöèÿ ìîíî-
òîííî óáûâàåò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå 
çíà÷åíèå â òî÷êå .x a  À òîãäà 
óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäíî ðå-

øåíèå, åñëè 0».y a

Ðåøàåì íåðàâåíñòâî 

2 2

2

0

7 12 2 15

2 5 3 0

y a

y a a a a a

a a

3 4 5 2 1 0

3,

4 5 2 1 0.

a a a a

a

a a a

Ðåøèì âòîðîå íåðàâåíñòâî îò-
äåëüíî, ðàññìîòðåâ ÷åòûðå ïðîìå-
æóòêà: 

4,
4;

4 5 2 1 0

a
a

a a a
 

1
4,

;2
4 5 2 1 0

a

a a a

 

1
5 ,

5;2
4 5 2 1 0

a
a

a a a

5,
5.

4 5 2 1 0

a
a

a a a
 

Îáúåäèíÿÿ âñå ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷àåì îòâåò. 

Îòâåò. ; 5 3 4; .

2. Çàäà÷è, â êîòîðûõ íàäî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè
êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàííîå óðàâíåíèå èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ 

 Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 2 3 2 3x x x a a

èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ. 
Ðåøåíèå. Ïðèâåä¸ì ðåøåíèå èç 

ïîñîáèÿ Ñ.À. Øåñòàêîâà «Çàäà÷è Ñ5» 
ïîä ðåäàêöèåé À.Ë. Ñåì¸íîâà è 
È.Â. ßùåíêî, 2014 ã. 

Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè 
2 2 3y x x    

çåë¸íàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 6. Òåïåðü îá-
ñóäèì ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè 

2 3y x x a a .

Ýòî «óãîë» ,y x  âåðøèíà êîòîðîãî 

ïåðåíåñåíà â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè 
,   2 3.x a y a  Çàìåòèì, ÷òî êî-

îðäèíàòû âåðøèíû ñâÿçàíû ìåæäó 
ñîáîé ñîîòíîøåíèåì 

2 3 2 3,x a a x y a x  
ò. å. âåðøèíà «ñêîëüçèò» (ñèíèé ïóíê-

òèð, êðàñíûé ñïëîøíîé íà ðèñ. 6) ïî 
ïðÿìîé 2 3y x  (ôèîëåòîâàÿ ëè-
íèÿ íà ðèñ. 6). 

Àâòîð ïîñîáèÿ óòâåðæäàåò, èñ-
õîäÿ èç êàðòèíêè íà ðèñ. 6, ÷òî 
óðàâíåíèå èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷-
íûõ êîðíÿ òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ.  

1. Ëåâàÿ ñòîðîíà óãëà
2 3,y x x a a

ò. å. ïðÿìàÿ 
 2 3  3 3y x x a a x a

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 3;0 :

3 0 3 3 3 0 2y a a

(êðàñíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 6). 
2. Ñòîðîíà óãëà êàñàåòñÿ ïàðàáîëû

2 2 3y x x x

ëåâåå âåðøèíû óãëà. Êàñàíèå îçíà-
÷àåò, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 

2

2

 2 3  2 3

3 0

x x x a a

x x a
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èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò. å. 
åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ: 

 
1

1 12 0
12

D a a

(âòîðîé êðàñíûé óãîë íà ðèñ. 7). 

Îòâåò.
1

2; .
12

Ðèñ. 6 

  Ðèñ. 7 

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 2 3 2 5,04x x x a a   

èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ. 
Ðåøåíèå. Çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò 

ïðåäûäóùåé òîëüêî îäíèì ñëàãàå-

ìûì  âìåñòî 3 ñòîèò 5,04. Ðåøàåì 
òàê æå, êàê è ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.  

Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè 
2 2 3y x x

(çåë¸íàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 8). Çàòåì âû-
ÿñíÿåì, ãäå ðàñïîëîæåíû âåðøèíû 
óãëîâ: 

,   2 5,04 2 5,04.x a y a y x

Ðèñ. 8 

Ñòðîèì ïðÿìóþ 2 5,04y x  
(ôèîëåòîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 8). Ðèñó-
íîê î÷åíü ïîõîæ íà ðèñ. 6, îñîáåííî 
åñëè îí ñäåëàí «îò ðóêè». Íàø ðè-
ñóíîê ñäåëàí íà êîìïüþòåðå. 

Ñòðîèì óãîëîê, ïðîõîäÿùèé ÷å-
ðåç òî÷êó 3;0  (êðàñíûé óãîë íà

ðèñ. 8). Íàõîäèì :a  
0 3 2 5,04 2,68.a a a
Íåïðàâèëüíîå ðåøåíèå. Òåïåðü 

çàéì¸ìñÿ âòîðûì óãîëêîì. Íàéä¸ì 
åãî òàê æå, êàê â ïîñîáèè,  ïðÿìàÿ 
êàñàåòñÿ ïàðàáîëû, åñëè îíà ñ êðè-
âîé èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ 
òî÷êó: 

2

2

 2 3  2 5,04

3 2,04 0

179
1 12 8,16 0 .

300

x x x a a

x x a

D a a

Âðîäå áû çàäà÷à ðåøåíà (ñèíèé 
óãîë íà ðèñ. 8), ÷åðò¸æ ñäåëàí íà 

x

y
6

5

4

3

2

1
 

−1

−2

−5  −4  −3   −2  −1   0      1   2    3

x

y
6

5

4

3

2

1
 

−1

−2

−5  −4  −3   −2  −1   0     1   2    3

x

y
6

5

4

3

2

1
 

−1

−2

 −4 −3  −2  −1   0     1   2   3 
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êîìïüþòåðå. Êàñàòåëüíàÿ (óðàâíå-
íèå êàñàòåëüíîé ïðèìåò âèä 

 3 5,04 3,25y x a x )   
æåëòàÿ ëèíèÿ, ïåðåõîäÿùàÿ â ñè-
íþþ). Íî íå òóò-òî áûëî! Îòâåò íå-
ïðàâèëüíûé! Â ÷¸ì äåëî? 

Èññëåäîâàíèå. Â ïðåäûäóùåé 
çàäà÷å íèêòî íå ïðîâåðÿë, äåéñòâè-
òåëüíî ëè óãîë  

1 1
3,

12 6
y x x

ó êîòîðîãî ïðÿìàÿ, ëó÷îì êîòîðîé 
ÿâëÿåòñÿ ëåâàÿ ñòîðîíà óãëà, êàñà-
åòñÿ ïàðàáîëû, íà ñàìîì äåëå êàñà-
åòñÿ ñàìîé ïàðàáîëû. Ïðîâåðèì ýòî.  

Íàéä¸ì òî÷êó íà ïàðàáîëå, â êî-
òîðîé ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 1  
(íàêëîí ëåâîé ñòîðîíû óãëà): 

  

 

2 2 3 2 2;

1
1

2
1 1

1 3 3,75.
2 4

y x x y x

y x

y

Ïîäñòàâèì ýòó òî÷êó â óðàâíå-
íèå óãëà ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè 

ïàðàìåòðà 
1

:
12

a  

1 1 1
3,75 3 3,75 3,75

2 12 6
 

âñ¸ â ïîðÿäêå. 
Òåïåðü ñäåëàåì ïðîâåðêó â 

íàøåé çàäà÷å: 
2 2 3  2 2;

1
1 ;

2
1 1

1 3 3,75.
2 4

y x x y x

y x

y

Ïîäñòàâèì òî÷êó 
1

;3,75
2

 â 

óðàâíåíèå óãëà ïðè íàéäåííîì çíà-

÷åíèè ïàðàìåòðà 
179
300

a :  

1 179 179
3,75 5,04.

2 300 150
 

Ïî÷åìó? Óãîë 

 
179 179

5,04
300 150

y x

(ñèíèé óãîë íà ðèñ. 8)  ýòî óãîë, 
ëåâàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî ñëèëàñü ñ 
æ¸ëòîé êàñàòåëüíîé. 

Çàìåòèì, ÷òî ðèñóíîê ñäåëàí íà 
êîìïüþòåðå. À òåïåðü âû÷ëåíèì 
îêðåñòíîñòü âåðøèíû óãëà  ðèñ. 9. 
Âèäíî, ÷òî íàéäåííûé ôèîëåòîâûé 
óãîë íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê íàøåé 
çåë¸íîé êðèâîé íå èìååò. Â ÷¸ì äå-
ëî? Äåëî â òîì, ÷òî â íàøåé çàäà÷å 
êàñàíèå ïðÿìîé è ïàðàáîëû ïðîèñ-
õîäèò íèæå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïà-
ðàáîëû è ïðÿìîé, «íåñóùåé» âåð-
øèíû óãëîâ, è èñêîìûé óãîë ìîæåò 
âîîáùå íå êàñàòüñÿ ïàðàáîëû. 

Ðèñ. 9 

Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå. Âñ¸ äåëî â 
òîì, ÷òî ìû íå ïðîâåðèëè, ãäå 
íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé ñîâïàäàåò 
ñ íàêëîíîì óãëà.  

Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå 
1

1 ,   3,75
2

y x y .  

Òåïåðü íàéä¸ì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ 
ïðÿìîé 2 5,04y x  è ïàðàáîëû:  

x

y

3,892

3,878

3,864

3,85

3,836

3,822

3,808

3,794

 −0,644 −0,63 −0,616 −0,602 −0,588 −0,574 −0,56   
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2

2

2 3 2 5,04

4 2,04 0

x x x

x x
 

 

2 1,4 0,6

1 ,2 5,04 3,84.

x x

y
Îòñþäà âèäíî, ÷òî òî÷êà êàñà-

íèÿ ðàñïîëîæåíà íèæå ïðÿìîé
2 5,04y x ,

ñòîðîíà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êàñà-
òåëüíîé ê ïàðàáîëå, âîîáùå íå èìå-
åò îáùèõ òî÷åê ñ êðèâîé  ôèîëåòî-
âûé óãîë íà ðèñ. 9.  

   à ïîòîìó óãîë, ëåâàÿ 

Òåïåðü íàéä¸ì íàêëîí êàñàòåëü-
íîé â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è 
êðèâîé: 

  0,6 1,2 2 0,8.y

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óãîë ñ íàêëî-
íàìè 1  ñâîáîäíî «ñÿäåò», íè÷åãî íå 
êàñàÿñü, íà òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ 

0,6;3,84 ,  ñì. ðèñ. 9 (êðàñíûé

óãîë). Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî 
 0,6,a  óðàâíåíèå èñêîìîãî óãëà 

 0,6 3,84.y x  

À íà ðèñ. 8 êðàñíûé è ôèîëåòîâûé 
óãëû ïðîñòî «ñîâïàäàþò» â ïðåäåëàõ 
òî÷íîñòè ïîñòðîåíèÿ ýñêèçà. 

Îòâåò.  2,68; 0,6.

Âûâîä. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íå-
äîñòàòî÷íî ýñêèçà ãðàôèêîâ  íåîá-
õîäèìî ñðàâíèòü ðàñïîëîæåíèå òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, íåñóùåé 
âåðøèíû óãëîâ, è òî÷êè êðèâîé, â 
êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà 
èíòåðåñóþùåé íàñ ñòîðîíå óãëà. 

Ïðèìå÷àíèå. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, 
÷òî óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî íàõîäèò-
ñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è 
ïàðàáîëû, êàñàåòñÿ ñàìîé ïàðàáîëû 
(ñì. çàäà÷ó 8). 

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 4 5 3 1x x a x a   

èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ. 
Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå: 

2 4 5 3 1x x a x a

2 4 5 3 1.x x x a a

Òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå  x a
â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

3 1,y a  äåëàåì âûâîä, ÷òî âåð-
øèíû óãëîâ ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé

 3 1.y x  Ñòðîèì ãðàôèêè ôóíê-

öèé 2 4 5y x x  è  3 1,y x  ñì. 

ðèñ. 10. 

Ðèñ. 10 

Âèäíî, ÷òî åñëè óãîë êîñí¸òñÿ 
ïàðàáîëû, òî ñâîèì ïðàâûì «áîêîì» 

4 1.y x a  Íàõîäèì òî÷êó, â êî-
òîðîé íàêëîí êàñàòåëüíîé ðàâåí 1:  

 1 2 4 1 2,5

6,25 10 5 8,75.

y x x x

y
Òåïåðü ñðàçó íàõîäèì óãîë (à íå 

ïðÿìóþ, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïàðàáîëû, 
íî ìîæåò íå áûòü ðåøåíèåì) 

3 1,y x a a  

êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 

 2,5;  8,75 , ñì. ðèñ. 11:

  8,75 2,5 3 1 2,5 9,75 3a a a a

x

y

 −7 −6 −5−4 −3 −2 −1     1   2    3   

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

−1

−2

−3
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3,25,

4949
.2,5 9,75 3 ,

1616
2,5 9,75 3 2 7,25

a

aa a a

a a a

Äàëåå íàõîäèì óãîë 

3 1,y x a a  

êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 1;0 .

Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî ÷åðåç 
òî÷êó ïðîõîäèò ïðàâàÿ ñòîðîíà óãëà:  

0 1 4 1 0,a a  
ñì. ðèñ. 11. 

Ðèñ. 11 

Îòâåò. 
49

0; .
16

 

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 4 5 5 1,25x x x a a   

èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ. 
Ðåøåíèå. Êîîðäèíàòû âåðøèí 

óãëîâ  ,   5 1,25,x a y a  ïîýòîìó 
óãëû «ñêîëüçÿò» ïî ïðÿìîé 

 5 1,25.y x  Ñòðîèì ãðàôèêè 
ôóíêöèé  

2 4 5y x x  è  5 1,25,y x  

ñì. ðèñ. 12. Íàõîäèì òî÷êó, â êîòî-
ðîé íàêëîí êàñàòåëüíîé ðàâåí  1 : 

  

  

 

2 4; 1

2 4 1

1,5 8,75.

y x y

x

x y

Òåïåðü ñðàçó íàõîäèì óãîë (à íå 
ïðÿìóþ, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïàðàáîëû, 
íî ìîæåò íå áûòü ðåøåíèåì)  

5 1,25,y x a a

êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 
 1,5;   8,75 :

 

 

8,75 1,5 5 1,25

1,5 5 1,5 1,5.

a a

a a a

Íî 
  1,5,   5 1,25 8,75 x a y x  

ýòî êîîðäèíàòû âåðøèíû èñêîìîãî 
óãëà, ò. å. òî÷êè, â êîòîðîé íàêëîí 
êàñàòåëüíîé ñîâïàäàåò ñ íàêëîíîì 
ëåâîé ñòîðîíû óãëà. Ýòî çíà÷èò, 
÷òî êàñàíèå ïðîèñõîäèò â òî÷êå 
ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû è ïðÿìîé 

 5 1,25y x  (ñì. ðèñ. 12). 

Ðèñ. 12 

x

y

 −7 −6 −5−4 −3 −2 −1 0   1   2    3  

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

−1

−2

−3

x

y

 −7 −6 −5−4 −3 −2 −1 0   1   2    3  
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Òåïåðü íàõîäèì óãîë 

5 1,25,y x a a

êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 

1;0 .  Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî

÷åðåç òî÷êó ïðîõîäèò ïðàâàÿ ñòîðî-
íà óãëà (ñì. ðèñ. 12): 

3
0 1 5 1,25 .

8
a a a

Îòâåò. 
3

1,5; .
8

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ óðàâíåíèå 

2 2 3 3 2 3x x x a a  

èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ. 
Ðåøåíèå. Óãîëêè ñ âåðøèíàìè 

,   2 3x a y a  ñêîëüçÿò ïî ïðÿ-
ìîé 2 3.y x  Ïîñòðîèì ãðàôèêè 
ôóíêöèé  

 2 2 3y x x  è 2 3y x

(ñì. ðèñ. 13). Óãîë ìîæåò êàñàòüñÿ 

ïàðàáîëû ñâîåé ëåâîé ñòîðîíîé. 
Íàéä¸ì òî÷êó, â êîòîðîé ïðîèçâîä-
íàÿ ðàâíà  3:  

  2 2 3 0,5

0,25 1 3 1,75.

y x x

y

Ðèñ. 13 

Òåïåðü íàéä¸ì óãîë, ïðîõîäÿùèé 

÷åðåç òî÷êó 0,5; 1,75 :

 

 

3 0,5 2 3 1,75 3 0,5 2 1,25

0,5 0,
2,75 ,

1,5 3 2 1,25
.

0,5 0,
0,05

1,5 3 2 1,25

a a a a

a
a

a a

a
a

a a

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé êàñàíèÿ 
óãëà è ïàðàáîëû íåâîçìîæåí. 
Íàéä¸ì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è 
ïàðàáîëû: 

 
2 2 3 2 3

0 3,

4.

x x x

x y

x
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà 

0,5;  1,75  íàõîäèòñÿ íèæå òî÷êè

0;3 ,  à ïîòîìó óãîë ñ âåðøèíîé â

òî÷êå 0;3  áóäåò èìåòü 3 òî÷êè ïå-

ðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè 
2 2 3 .y x x  Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, 

÷òî 0a (ñì. ðèñ. 14). 

 

Ðèñ. 14 

Òåïåðü íàéä¸ì óãîë, êîòîðûé 

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó  3; 0 :

x

y

−5 −4 −3  −2 −1  0   1   2   

6

5

4

3

2

1

−1

−2

x

y

−5 −4 −3  −2 −1  0   1   2   

6

5

4

3

2

1

−1

−2
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 0 3 3 2 3 3 3 2 3

3 0,
5 12 2,4,

9 3 2 3

3 0,
6.

9 3 2 3

a a a a

a
a a

a a

a
a

a a

Çíà÷åíèþ  6a  îòâå÷àåò óãîë, 
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó  3; 0
ñâîåé ïðàâîé ñòîðîíîé, ÷òî íå äà¸ò 

ðåøåíèÿ çàäà÷è (ñì. ðèñ. 15). Íàì 
ïîäõîäèò  2,4a  (ðèñ. 16). 

Îòâåò.  2,4; 0.

        Ðèñ. 15                                Ðèñ. 16  

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 

1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ 
óðàâíåíèå  

2 2
313 9 log 4 3

3 3 4 3

a x x

a x a
èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü. 

Îòâåò. 3 6 3 3;6 3 3 .

2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ 
óðàâíåíèå 

2 27 1 5 2 5

2 3 4 1

a t t x

a t a
èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.  

Îòâåò. 

7 39;  7 39

 5 15;  5 15 .

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå  

212 4 2 12 12 36x a a x   

èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ. 
Îòâåò.  24; 1.  
4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðà a , ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ 
óðàâíåíèå 

2 2 3

2 4,44

x x

x a a
èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ. 

Îòâåò.  
119

2,48; .
300

  

x

y

−10 −8 −6  −4 −2  0   2   4   

21

18

15

12

9

6

3

−3

−6

−9

x

y

−10 −8 −6  −4 −2  0   2   4   

21

18

15

12

9

6

3

−3

−6

−9


