
Â ñòàòüå ðàññêàçûâàåòñÿ î âîçìîæíîñòè íàãëÿäíîãî äîêàçàòåëüñòâà íåêîòî-
ðûõ ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî 
ñìûñëà ïðîèçâîäíîé è îïðåäåë¸ííîãî èíòåãðàëà.  

Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè ãðàôèêîâ ïðÿìîé è îáðàò-
íîé ôóíêöèé äëÿ ãðàôè÷åñêîãî âûâîäà âûðàæåíèé ïðîèçâîäíûõ è ïåðâîîáðàç-
íûõ îáðàòíûõ ôóíêöèé, äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî Þíãà.  

1. Íåñêîëüêî ñëîâ îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Âçãëÿíèòå íà ãðàôèêè çíàêîìûõ 
ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ôóíêöèé (ñì. ðèñ. 1). 

Ðèñ. 1 à.  
2, 0y x x= ≥  è y x= Ðèñ. 1 á. 2xy =  è  2logy x=
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Ðèñ. 1 â. [ ]cos , 0;y x x π= ∈  è y =
arccosx=

Íå çðÿ íà ðèñóíêàõ îòìå÷åíà 
áèññåêòðèñà I è III êîîðäèíàòíûõ 
óãëîâ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ãðàôèêè 
ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ôóíêöèé ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé áèññåê-
òðèñû. È ýòî íå ìóäðåíî, âåäü ëþ-
áîé òî÷êå íà ãðàôèêå ïðÿìîé ôóíê-
öèè ñ êîîðäèíàòàìè  (x; y) âñåãäà 
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà íà ãðàôèêå îá-
ðàòíîé ôóíêöèè ñ êîîðäèíàòàìè (y; 
x). Òàêèå ïàðû òî÷åê ñèììåòðè÷íû 
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû I è III 
êîîðäèíàòíûõ óãëîâ. Ýòîò ïî÷òè 
î÷åâèäíûé ôàêò ëåãêî äîêàçàòü. 
Âîçüì¸ì ëþáóþ ïàðó îïèñàííûõ 
âûøå òî÷åê À è Â íà ãðàôèêàõ íå-
êîòîðûõ ïðÿìîé è îáðàòíîé ôóíê-
öèé (ñì. ðèñ. 2). Êîîðäèíàòû ñåðåäè-
íû îòðåçêà îïðåäåëÿþòñÿ ïîëóñóì- 

ìîé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò 
íà÷àëà è êîíöà îòðåçêà. Òî÷êà Ì – 

ñåðåäèíà îòðåçêà ÀÂ – áóäåò èìåòü 

êîîðäèíàòû ; .
2 2

x y x y+ +⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 Èòàê, òî÷-

êà Ì ëåæèò íà óêàçàííîé áèññåê-
òðèñå. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ñèì-
ìåòðè÷íîñòü òî÷åê À è Â îòíîñè-
òåëüíî áèññåêòðèñû, îñòàëîñü ïîêà-
çàòü, ÷òî îòðåçîê ÀÂ ïåðïåíäèêóëÿ-
ðåí åé.  Òðåóãîëüíèê ÀÎÂ ðàâíîáåä-

ðåííûé, ò. ê. 2 2 ,OA x y OB= + =  à

çíà÷èò, ìåäèàíà ÎÌ ÿâëÿåòñÿ òàêæå 
è âûñîòîé. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ãðàôè-
êè ïðÿìîé è îáðàòíîé ôóíêöèé 
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåê-
òðèñû I è III êîîðäèíàòíûõ óãëîâ. 
Òåïåðü ïðèìåíèì ýòî. 

Ðèñ. 2 

2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ïðÿìîé
è îáðàòíîé ôóíêöèé 

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèç-

âîäíîé ôóíêöèè ( )y f x=  â òî÷êå 0x

ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ðàâíà òàíãåí-
ñó óãëà ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ãðà-

ôèêó ôóíêöèè ( )y f x=  â òî÷êå ñ

àáñöèññîé 0x  è ïîëîæèòåëüíûì íà-

ïðàâëåíèåì îñè Îõ.  
Ïîñòðîèì êàñàòåëüíûå ê ãðàôè-

êàì ïðÿìîé è îáðàòíîé ôóíêöèé â  

ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ ( )( )0 0;A f x x

è ( )( )0 0;B x f x  (ñì. ðèñ. 3). Ïóñòü 

óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó 
ïðÿìîé ôóíêöèè è ïîëîæèòåëüíûì 

íàïðàâëåíèåì îñè Îõ .BKO α∠ =  Èç

ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè è .ALO α∠ =
Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÎIL 

íàõîäèì 90 .OIL α∠ = −�  Âåðòèêàëü-
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íûé åìó óãîë ÿâëÿåòñÿ óãëîì ìåæäó 
êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó îáðàòíîé 
ôóíêöèè è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâ-

ëåíèåì îñè Îõ 90 .AIN α∠ = −�

Ðèñ. 3 

Òàêèì îáðàçîì, åñëè 0( ) tg ,f x α′ =
òî  

( ) ( ) ( )1 1
0 0

0

( ( ))

1
tg( ) ctg .

2 ( )

f y f f x

f x

π α α

− −′ ′= =

= − = =
′

Òàê êàê ( )1
0 0 ,x f y−=  òî 

( ) ( ) ( )

( )

1 1
0 0

1
0 0

( ( ))

1 1
.

( ) ( )

f y f f x

f x f f y

− −

−

′ ′= =

= =
′ ′

Ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé 

òî÷êè 0x  èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ  –

çíà÷èò, è äëÿ ëþáîé òî÷êè 0y  èç

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà 
ïîìåíÿåì â ôîðìóëå îáîçíà÷åíèÿ è 

ïîëó÷èì çíàêîìóþ ôîðìóëó ðàñ÷¸-
òà ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè 

( )1
0 1

0

1
( ) .

( ( ))
f x

f f x

−
−

′ =
′

 

Ïðèâåä¸ì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ 
ïîëó÷åííîé ôîðìóëû äëÿ îáðàòíûõ 
ôóíêöèé, ãðàôèêè êîòîðûõ ìû íà-
ðèñîâàëè â íà÷àëå: 

( )f x 1( )f x− ( )f x′ 1( ( ))f f x−′ ( )1 ( )f x− ′

2x , 0x > x 2x 2 x
1

2 x

xa loga x lnxa a lnx a  
1

lnx a

cosx , ( )0;x π∈ arccosx sin x− 21 x− − 2

1

1 x
−

−

3. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåë¸ííîãî èíòåãðàëà îò

ôóíêöèè, îáðàòíîé ê íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
Ïåðâîîáðàçíûå îáðàòíûõ ôóíêöèé 

Åñëè ôóíêöèÿ ( )y f x=  íåïðå-

ðûâíà íà îòðåçêå [ ]; ,a b  òî îïðåäå-

ë¸ííûé èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì 

âåðõíèì ïðåäåëîì ( ) ( )
x

a

f d F xξ ξ =∫  

ÿâëÿåòñÿ   ïåðâîîáðàçíîé   ôóíêöèè  

( ) .y f x=

Åñëè ôóíêöèÿ ( )y f x= íåîòðèöà-

òåëüíà íà îòðåçêå [ ]; ,a b  òî ãåîìåò-

ðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåë¸ííîãî èí-
òåãðàëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí 
÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè ôèãóðû, 
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îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ( ),y f x=
îñüþ àáñöèññ è ïðÿìûìè , .x a x b= =

Ïóñòü ôóíêöèÿ ( )y f x=  è îá-

ðàòíàÿ íåïðåðûâíû è íåîòðèöàòåëü-
íû (îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, 

åñëè, íàïðèìåð, ïðîèçâîäíàÿ ( )f x′
ñîõðàíÿåò çíàê). Ðàññìîòðèì  ïåðâî-

îáðàçíóþ ( )xΨ  îáðàòíîé ôóíêöèè

êàê îïðåäåë¸ííûé èíòåãðàë îò îá-
ðàòíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [a; õ]. 
Îí ðàâåí ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì 

ôóíêöèè ( )1 .f x−
 Ýòà ïëîùàäü âû-

äåëåíà ðîçîâûì öâåòîì (ñì. ðèñ. 4). 
Ïëîùàäü ñêëàäûâàåòñÿ èç ïëîùàäåé 
ïðÿìîóãîëüíèêà AFHE è êðèâîëè-
íåéíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÅ: 

( ) 1( ) .
x

AFHE ABE
a

x f d S Sξ ξ−Ψ = = +∫

Ðèñ. 4 

Åñëè ïåðâàÿ ïëîùàäü ìîæåò 

áûòü ëåãêî âû÷èñëåíà êàê AFHES =
1( ) ( ),f a x a−= ⋅ −  òî âòîðóþ ïëîùàäü

ïðèä¸òñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíî-
ñòè ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêà
BCDE è êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè 

ABCD: ABE BCDE ABCDS S S= − . Çàìå-

òèì, ÷òî ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé 
òðàïåöèè ABCD ðàâíà ïëîùàäè 

ñèììåòðè÷íîé åé îòíîñèòåëüíî áèñ-
ñåêòðèñû êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè 

1 1 1 1A B C D  (îáå ôèãóðû âûäåëåíû

ãîëóáûì öâåòîì). Ïëîùàäü 1 1 1 1,A B C D
â ñâîþ î÷åðåäü, íå ÷òî èíîå, êàê îï-
ðåäåë¸ííûé èíòåãðàë îò ïðÿìîé 
ôóíêöèè.  Ïîëó÷àåòñÿ,  ÷òî 

1

1

( )
1 1

( )

( ( ) ( )) ( ) ,

ABE BCDE ABCD

f x

f a

S S S

x f x f a f dξ ξ
−

−

− −

= − =

= ⋅ − − ∫

 

à èíòåãðàë îò îáðàòíîé ôóíêöèè 
çàïèøåòñÿ  êàê 

1

1

1 1

( )
1 1

( )

( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) .

x

a

f x

f a

f d f a x a

x f x f a f d

ξ ξ

ξ ξ
−

−

− −

− −

= ⋅ − +

+ ⋅ − −

∫

∫

Ðàñêðîåì ñêîáêè è óïðîñòèì âû-
ðàæåíèå: 

( )

( )
( ) ( )

( )( )
( )

1

1

1

( )
1 1

( )

1 1 1

1 1 1

1 1

1 1

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) const,

x

a

f x

f a

x f d

x f x a f a f d

x f x a f a F f x

F f a x f x F f x

a f a F f a

x f x F f x

ξ ξ

ξ ξ
−

−

−

− −

− − −

− − −

− −

− −

Ψ = =

= ⋅ − ⋅ − =

= ⋅ − ⋅ − +

+ = ⋅ − −

− ⋅ − =

= ⋅ − +

∫

∫

ãäå ( )F ξ  – ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè

( ) .f ξ  (Ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ è ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì:  

( )1 1 1( ) ( ) ( )f x dx xf x x f x dx− − − ′= − ⋅∫ ∫

( ) .f ξ  Ñäåëàåì â èíòåãðàëå çàìåíó

ïåðåìåíûõ: 

( )1 1( ) ( ) ,t f x dt f x dx− − ′= ⇒ =
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( ) ( )1( )f t f f x x−= = , òîãäà

( ) ( ) ( )

( )
1

1

( )

( ) ,

x f x dx f t dt F t C

F f x C

−

−

′⋅ = = + =

= +

∫ ∫

è 
1 1( ) ( ) ( ( ))x x f x F f x− −Ψ = ⋅ − . Ïðè

ýòîì  íåîòðèöàòåëüíîñòü íå òðåáóåò- 

ñÿ (ïðèì. ðåä.) 
Èòàê, ïåðâîîáðàçíóþ îáðàòíîé 

ôóíêöèè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîð-
ìóëå 

1 1( ) ( ) ( ( )).x x f x F f x− −Ψ = ⋅ −
Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ôîðìóëó 

ê íàøèì «ïîäîïûòíûì» îáðàòíûì 
ôóíêöèÿì. 

( )f x 1( )f x− ( )F x 1( ( ))F f x− ( )xΨ

2x , 0x ≥ x
3

3

x
C+

3

x x
C+ 2

3

x x
C+

xa loga x
ln

xa
C

a
+  

ln

x
C

a
+  log

lna
x

x x C
a

− +

cos ,x

[ ]0;x π∈ arccosx sin x C+ 21 x C− +
2arccos 1x x x C− − +

4. Ãðàôè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Þíãà

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ f(x), 
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäè-
íàò. Òîãäà ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ åé, 
òàêæå áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç íà÷àëî 
êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 5).  Ñðàâíèì çíà-
÷åíèÿ âûðàæåíèé  

1

0 0

( ) ( )
a b

f x dx f x dx−+∫ ∫

è ab ïðè 0a >  è 0,b > .a b≥  Ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àè ( ),b f a>  ( )b f a<  è

( ).b f a=

   à    á    â 

Ðèñ. 5 

Â ïåðâîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 5 à) ñóììà 
èíòåãðàëîâ – ýòî ñóììà ïëîùàäåé 

êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé OAB è OEH. 
Îäíàêî â ñèëó ñèììåòðèè îáðàòíûõ 
ôóíêöèé ïëîùàäü OAB ðàâíà ïëîùà-
äè OCD. Ïîýòîìó èñêîìàÿ ñóììà èí-

òåãðàëîâ ìîæåò áûòü ïðèðàâíåíà ê 
ïëîùàäè ôèãóðû OCDEH (íà ðèñóíêå 
çàêðàøåíà). Ïðîèçâåäåíèå æå ab ðàâ-
íî ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà OCGH 
(íà ðèñóíêå çàøòðèõîâàí). Èç ðèñóí-
êà âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ñóììû èíòå-
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ãðàëîâ ïðåâûøàåò çíà÷åíèå ïðîèçâå-
äåíèÿ ab íà âåëè÷èíó ïëîùàäè êðè-
âîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà DEG. 

Àíàëîãè÷íî (ðèñ. 5 á) ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî è â ñëó÷àå ( )b f a<  ñóììà

èíòåãðàëîâ áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ ab. 

È òîëüêî ïðè ( )b f a=  (ðèñ. 5 â) ñóì-

ìà èíòåãðàëîâ áóäåò ðàâíà ab. Òàêèì 
îáðàçîì, äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé 
ôóíêöèè f, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî 

êîîðäèíàò, è äëÿ ëþáûõ 0a >  è 0b >
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Þíãà: 

1

0 0

( ) ( ) .
a b

f x dx f x dx ab−+ ≥∫ ∫

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ìíîãî äðóãèõ èíòåðåñíûõ 
ðåçóëüòàòîâ, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî f ðàç-
ëè÷íûå ôóíêöèè, íàïðèìåð, ñòåïåííóþ 

ôóíêöèþ ,nf x=  0,n >  0x ≥ . Å¸ ãðà-

ôèê ïåðåñåêàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, à 
ïîòîìó ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò 
óñëîâèÿì äëÿ ôóíêöèé â íåðàâåíñò-
âå Þíãà: 

1
11 1

0 0

.
11 1

a b n n
n n a b

x dx x dx ab
n

n

++
+ = + ≥

+ +
∫ ∫

Åñëè  ïîêàçàòåëü  ñòåïåíè  ïåðåîáî-

çíà÷èòü 1n p= −  ( 1),p >  òî íåðàâåí-

ñòâî çàïèøåòñÿ â áîëåå êðàñèâîì âèäå. 

, где .
1

p qa b p
ab q

p q p
+ ≥ =

−
 

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, íàçûâàåìîãî 
íåðàâåíñòâîì Ã¸ëäåðà, ìîæíî ïîëó-
÷èòü ñðàâíåíèå ñðåäíåãî ãåîìåòðè-

÷åñêîãî ÷èñåë xy  è èõ ñðåäíåãî 

àðèôìåòè÷åñêîãî ( ) 2x y+ . Äëÿ ýòî-

ãî ïîäñòàâèì â çàìå÷àòåëüíîå íåðà-

âåíñòâî 1/2,a x=   
1/2, 2:b y p= =

( ) ( )2 2

,
2 2 2

x y x y
xy

++ = ≥  

2
где 2.

2 1
q = =

−
 

Èòàê, ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå 
äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íèêî-
ãäà íå ïðåâûøàåò èõ ñðåäíåãî 
àðèôìåòè÷åñêîãî.  

Èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîåêò 
äëÿ ó÷àùèõñÿ: èñïîëüçóÿ ãåîìåò-

ðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ïîëó÷èòü 
ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 
ñëîæíîé ôóíêöèè («ïðàâèëî öå-
ïî÷êè»).  

Óïðàæíåíèÿ 

1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå è ïåðâî-
îáðàçíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:  

1

arctg , , arcsin .nx x x
2. Ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì äîêà-

æèòå òîæäåñòâî  

cos( ) cos cos sin sin .α β α β α β− = +
3. Ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì äîêà-

æèòå, ÷òî 
0

lim
x→

sin
1.

x

x
=

4. Íà ñòåêëÿííûé øàðèê ñ ïîêà-
çàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n=1,5 ïàäàåò 
ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà. Ïîä 
êàêèì ìàêñèìàëüíûì óãëîì ê íà-
ïðàâëåíèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âûéäóò ëó÷è èç øà-
ðèêà? 

5. Êàê çàïèøåòñÿ íåðàâåíñòâî
Ã¸ëüäåðà è åãî ñëåäñòâèÿ ïðè 

1?p <
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