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Ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ  
è êîñèíóñ â àëãåáðå 

Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàäèêàëîâ ñ ïî-
ìîùüþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà.  

I. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà 
ëåæàò äâå èäåè.  

Ïåðâàÿ èäåÿ ñâÿçàíà ñî ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâîì ïîêàçàòåëüíîé ôóíê-
öèè: 

( ) ( ).nf x f nx   (1) 

Âòîðàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåä-
ñòàâëåíèè ôóíêöèè â âèäå ñóììû 
÷¸òíîé è íå÷¸òíîé ÷àñòåé:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) .

2 2

f x f x f x f x
f x

 
(2) 

Â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ ïîêàçà-
òåëüíîé ôóíêöèè âîçüì¸ì ÷èñëî e 

(äëÿ íàøèõ öåëåé ïîäîøëî áû è ëþ-
áîå äðóãîå, íàïðèìåð, 2 èëè 10). 
Ôîðìóëà (2) ïðèíèìàåò âèä: 

x x x x
x e e e e

e

x x
2 2
ch sh ,     (3)

ãäå 
x xe e

xch
2

 ÷¸òíàÿ ÷àñòü 

ôóíêöèè ,xe  êîòîðàÿ íîñèò íàçâà-
íèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà, à 

sh
2

x xe e
x  íå÷¸òíàÿ ÷àñòü, 

íàçûâàåìàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ñèíó-
ñîì. Çàìåòèì, ÷òî â ÷èñëèòåëå xch  
ñòîèò ñóììà äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ 
âçàèìíî îáðàòíûõ âåëè÷èí  ïîýòî-
ìó xch 1 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x .  
Â îòëè÷èå îò xch  ôóíêöèÿ xsh  
ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ïðîìå-
æóòêà ; .  Íàçâàíèÿ ôóíêöèé

xch  è xsh  ñîâåðøåííî îïðàâäàíû. 
Íå âäàâàÿñü â ïðè÷èíû èõ ðîäñòâà ñ 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè êîñèíóñîì è 
ñèíóñîì, ïðèâåä¸ì àíàëîã îñíîâíîãî 
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà äëÿ 
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé, â ñïðà-
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âåäëèâîñòè êîòîðîãî ëåãêî óáåäèòü-
ñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé: 

2 2ch sh 1.x x            (4)
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, 

÷òî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè ch ,y x

z xsh  ëåæàò íà âåòâè ãèïåðáîëû 

1.y z2 2  

Ôîðìóëà (1) äëÿ ôóíêöèè xe

èìååò âèä 
nnx xe e . Çàïèøåì 

ýêñïîíåíòû ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå

êîñèíóñû è ñèíóñû: 

ch sh

ch sh . (5)

nnx x

n

e = nx nx e

x x

Âèäíî, ÷òî ýòî àíàëîã ôîðìóëû 
Ìóàâðà. Çàìåòèì, ÷òî  

n n

nx nx nx nx

x x x x

ch sh ch sh

ch sh ch sh .

Òåïåðü ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæ-
äó nxch  è xch ,  nxsh  è xsh .  

Íàïðèìåð,  

2 2 22

0

2
22 2

0

ch sh ch

ch 1 ch . (6)

n m n mm
n

m

n m
n mm

n
m

nx C x x

C x x

 

     

Çàìåòèëè ñâÿçü ñ ôîðìóëîé äëÿ 
nxcos ? Àíàëîãè÷íóþ ñâÿçü ìîæíî 

ïîëó÷èòü è ìåæäó nxsh  è xsh .  
Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 

0,8
2,5 5 5,5 .

 Ðàçäåëèì è óìíîæèì âûðà-
æåíèå â ñêîáêàõ íà êîðåíü èç ðàç-
íîñòè êâàäðàòîâ: 

2 22,5 5 5,5 1.  Òàê êàê 

k

k

n
n n kk

n
k

n
n k n kk

n
k

n n

n n

nx nx x x C x x

nx nx x x C x x

x x

x x x x
nx

x x x x
nx

x x

0

0
2 2

2 2

ch sh ch sh sh ch ,

ch sh ch sh 1 sh ch ,

ch sh 1

ch sh ch sh
ch ,

2

ch sh ch sh
sh ,

2

ch sh 1.

Ìàòåìàòèêà
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4
0,8

52,5 5 5,5 2,5 5 5,5 ,  

òî ïîëîæèì 
ch 2,5 5,  sh 5,5.   

Òîãäà 
4

0,8
52,5 5 5,5 2,5 5 5,5

 
4 0,8 0,8
5ch sh e e

 ch 0,8 sh 0,8 ,

2sh 0,8 ch 0,8 1.  

Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè â ïÿòóþ ñòå-
ïåíü, ÷òîáû ïåðåéòè ê öåëûì ïîêà-
çàòåëÿì ñòåïåíåé: 

44

5

ch sh 2,5 5 5,5

ch 0,8 sh 0,8 .  

Ñèììåòðèçóåì óðàâíåíèå: 

4 4ch sh ch sh

2

5 5
ch 0,8 sh 0,8 ch 0,8 sh 0,8

2
4 2 2 4 5 3 2 4ch 6ch sh sh ch 0,8 10ch 0,8 sh 0,8 5ch 0,8 sh 0,8 .

 

Ïîäñòàâèì ch 2,5 5,  sh 5,5

è ñäåëàåì çàìåíó y ch 0,8 :

4 2 2 4

25 3 2 2

5 3 2 2 2

5 3

5 5 5 5 11 11
6

2 2 2 2

10 1 5 1

15127
10 ( 1) 5 ( 1)

2

32 40 10 15127.

y y y y y

y y y y y

y y y

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ñ öåëî÷èñ-
ëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñè-
òåëüíî z 2y:  

z z z5 35 5 15127 0.

Óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé 
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Íàèìåíü-
øèé îòëè÷íûé îò åäèíèöû äåëèòåëü 
15127  ÷èñëî 7, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ 
êîðíåì óðàâíåíèÿ. Òîãäà z y7 2 ,  

y ch 0,8 7 2 1,

2sh 0,8 ch 0,8 1 3 5 2

4
0,8

5è 2,5 5 5,5 2,5 5 5,5

ch0,8 sh0,8 3,5 1,5 5.

 

Îòâåò. 3,5 1,5 5  
II. Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðà-

æåíèå n a b , ïðè÷¸ì a 0,
2 2 0a b .

Ïðîâåä¸ì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïî-
äîáíûå òåì, êîòîðûå ïðîâîäÿò â 
òðèãîíîìåòðèè ïðè ââåäåíèè âñïî-
ìîãàòåëüíîãî óãëà. Óìíîæèì è ðàç-
äåëèì ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íà 

a b2 2 .  Ïîñêîëüêó

a b

a b a b

2 2

2 2 2 2
1,  

ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî 
a b

  
a b a b2 2 2 2

ch , sh .

Òîãäà 

Ìàòåìàòèêà
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n a b  

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

ch sh

ch sh ,

n
n

n n

n n

n n

n

a b
a b

a b a b

a b

a b e

a b e

a b
n n

òî åñòü 

nn a b a b
n n

2 2 2 ch sh . (7)

Çàäà÷à áóäåò ðåøåíà, åñëè ìû 

âûðàçèì 
n

ch  ÷åðåç èçâåñòíîå çíà-

÷åíèå ch , à çàòåì íàéä¸ì è 

n n

2
sh ch 1,  ãäå áåð¸òñÿ +, 

åñëè b 0 , è áåð¸òñÿ , åñëè b 0 . 
Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ 
òîæäåñòâîì (6).  

Èìåííî 
n

ch  óäîáíî âçÿòü â êà-

÷åñòâå èñêîìîé âåëè÷èíû, ïîòîìó 

÷òî ïðî íåãî èçâåñòíî, ÷òî 
n

ch 1.

Îáîçíà÷èâ y
n

ch ,  ïîëó÷àåì, 

èñïîëüçóÿ (6), îòíîñèòåëüíî y  àë-
ãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòåïåíè :n  

mn
m n m

n
m

a
C y y

a b

2
2 2 2

2 2
0

1 , (8) 

èëè     
a

a b2 2
 

n n
y y y y2 21

1 1 ,
2

(9) 

â êîòîðîì íåîáõîäèìî íàéòè y 1.  
Òàêèì îáðàçîì, íàéäÿ êîðåíü 

óðàâíåíèÿ (8) èëè (9), íàõîäèì 

n
ch ,  çàòåì 

n
sh . Òàê ìû ðåøèì

ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó:  

nn a b a b y y2 2 2 2 1 , (10)

 ãäå áåð¸òñÿ , åñëè b 0 , è áåð¸òñÿ , 

åñëè b 0 . Çàìåòèì, ÷òî 

n n
a b a b

y
a b a b

2 2
1

1 (11)
2

 

îáðàùàåò óðàâíåíèå (10) â òîæäå-
ñòâî ïðè ëþáîì n è ÿâëÿåòñÿ  åäèí-
ñòâåííûì äåéñòâèòåëüíûì êîðíåì 
óðàâíåíèÿ (8) èëè (9). Íî, êàê âèäèòå, 
íèêàêèõ óïðîùåíèé íå âèäíî, ò. ê. 
âû÷èñëèòü ó ïî ôîðìóëå (11) íå 
ïðîùå, ÷åì íàéòè çíà÷åíèå çàäàííî-
ãî âûðàæåíèÿ. 

Íà ñàìîì äåëå, ñîâåðøåííî íå- 
èçâåñòíî, âñåãäà ëè ìû ñìîæåì 
íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8), 
(9) èëè (10) è íàñêîëüêî ïðè 
ýòîì óïðîñòèòñÿ çàäàííîå âû-
ðàæåíèå. 

III. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ,
êîãäà n 2. Èç óðàâíåíèÿ (9) òóò æå 
íàõîäèì: 

a
y

a b

2

2 2
2 1.  

Âûðàçèì 

Ìàòåìàòèêà
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a
y

a b2 2

1
1

2

è ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (9). 
Ïîëó÷àåì çíàêîìóþ ôîðìóëó: 

a a b a a b
a b

2 2 2 2
.

2 2
(12) 

(Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîñòóïèòü è 
òàê:

2 2 2 2

2

2 2 2 22 sgn( )b

a b

a a b a a b b a a b a a b

2
2 2 2 2 2 2 2 2

,
2 2 2 2

sgn( )
a a b a a b a a b a a b

b

ïðèìå÷àíèå ðåäàêöèè.) 

Ïðèìåð 2. Ïðåäñòàâüòå 2 5 4
â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ðàäèêàëîâ. 

Îòâåò. 5 1 5 1.  
Ïðèìåð 3. Ïðåäñòàâüòå âûðà-

æåíèå 8 7 2 2 2 14  â âèäå 
ñóììû.   

Îòâåò. 2 4 7 . 
IV. Â ñëó÷àå n 3 ïîëó÷àåì êó-

áè÷åñêîå óðàâíåíèå   
a

y y
a b

3

2 2
4 3 0.   (13) 

Ê ñîæàëåíèþ, èç ôîðìóë Êàðäà-
íî òîæå ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííûé 
âåùåñòâåííûé êîðåíü èìååò òîò æå 
âèä (11) è îáðàùàåò ñîîòíîøåíèå 

(10) â òîæäåñòâî: 

  

a b a b
y

a b a b
6 6

1
.

2
  (14) 

Ïðè ðåøåíèè êóáè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðè êîíêðåòíûõ ÷èñëîâûõ 
çíà÷åíèÿõ à è b, êîãäà êîðåíü âû-
÷èñëÿåòñÿ íå ïî ôîðìóëå, à «ïî äî-
ãàäêå», ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ «ïðèëè÷-
íûå» âûðàæåíèÿ äëÿ y.  

Ïðèìåð 4. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 

3 9 3 11 2 . 
Ïåðâûé ñïîñîá. 

Ïðåîáðàçóåì ïîäêîðåííîå âû-
ðàæåíèå, ïûòàÿñü ñâåðíóòü åãî â 
ïîëíûé «êóá»: 

3 9 3 11 2

3 3 3 3 3 2 3 3 2 2 2

33 3 2 3 2.  

Îòâåò. 3 2 .  
Âòîðîé ñïîñîá.   

Äîïóñòèì, ÷òî ïîäêîðåííîå 
âûðàæåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå ïîë-
íîãî «êóáà»:  

3
9 3 11 2 3 2a b

 3 2 2 33 3 9 2 6 3 2 2,a a b b a b  

ãäå a b,   ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà 

Ìàòåìàòèêà
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a b a

a b b

3 2

2 3

2 3,

9 2 11

3 2

2 3

3 2

2 3
1,

119 2

2 3

a b a a

ba b b

a b a

a b 1.

Îòâåò. 3 2 .  
Òðåòèé ñïîñîá. 

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ èçëî-
æåííîé â ïóíêòå II òåîðèåé. Â äàí-

íîì ïðèìåðå a 9 3 , b 11 2 . Èç 

(8) íàõîäèì, ÷òî y y34 3 9 3 0.

Ïîñëå çàìåíû y z3  ïîëó÷àåì 

óðàâíåíèå z z34 3 0,  äåéñòâè-

òåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî z y1 3 

è 3 9 3 11 2 3 3 1 3 2.

Îòâåò. 3 2 .  
Ïðèìåð 5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 

2 7 2 2 7 2 . 

Îòâåò. 1.  
Ïðèìåð 6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 

6 13 15sin 60 .

Îòâåò.
3

3 1
.

4

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 

Èòîã ïðîãðåññà

Òåõíèêà äîñòèãíåò ñêîðî òàêîãî ñîâåðøåíñòâà, ÷òî ÷åëîâåê ñìîæåò 
îáîéòèñü áåç ñàìîãî ñåáÿ.

Åæè Ëåö

Åñëè áû 

Åñëè áû òåíè ïðåäìåòîâ çàâèñåëè íå îò âåëè÷èíû ñèõ ïîñëåäíèõ, à 
èìåëè áû ñâîé ïðîèçâîëüíûé ðîñò, òî, ìîæåò áûòü, âñêîðå íå îñòàëîñü áû 
íà âñ¸ì çåìíîì øàðå íè åäèíîãî ñâåòëîãî  ìåñòà.

Êîçüìà Ïðóòêîâ

Ðîëü ìàòåìàòèêè

Ìàòåìàòèêà  ýòî åäèíñòâåííûé ñîâåðøåííûé ìåòîä âîäèòü ñàìîãî 
ñåáÿ çà íîñ.

À. Ýéíøòåéí

Ñòðîãèé ïðèãîâîð

Èç òîëñòûõ êíèã íåëüçÿ óçíàòü íè÷åãî íîâîãî. Òîëñòûå êíèãè  ýòî 
êëàäáèùå, ãäå ïîãðåáåíû èäåè ïðîøëîãî.

Ë. Ëàíäàó

Ìàòåìàòèêà


