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Ãëàäóí Àíàòîëèé Äåîìèäîâè÷
Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð 
êàôåäðû îáùåé ôèçèêè (çàâåäóþùèé êàôåäðîé 
â 1998  2010 ãã.) Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî 
èíñòèòóòà (ÌÔÒÈ). Ãëàâíûé ðåäàêòîð æóðíàëà.

Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî  
è êèíåìàòèêà Ýéíøòåéíà 
Â ìîè ñòóäåí÷åñêèå ãîäû â Ìîñêâó ïðèåçæàë êðóïíåéøèé ôè-

çèê-òåîðåòèê XX âåêà Ïîëü Àíäðèåí Ìîðèñ Äèðàê (1902 − 1984). ß 
áûë ïî÷òè íà âñåõ åãî ëåêöèÿõ. Ïîñëå îäíîé èç ëåêöèé â àóäèòîðèè 
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà íà äîñêå îñòàëàñü ìå-
ëîâàÿ íàäïèñü: «Physical laws should have mathematical beauty» 
(Ôèçè÷åñêèå çàêîíû äîëæíû îáëàäàòü ìàòåìàòè÷åñêîé êðàñîòîé). Ñ 
òåõ ïîð ÿ íå ðàç óáåæäàëñÿ â òîì, ÷òî íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ íàñòî-
ÿùåé ôèçè÷åñêîé èëè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ å¸ êðàñîòà. 
Âåëèêèå ôèçè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû òàêæå íåîáû÷àéíî êðàñèâû. 
Ãîâîðÿò, ÷òî íàøåìó çàìå÷àòåëüíîìó àâèàêîíñòðóêòîðó À.Í. Òó-
ïîëåâó ïðèíàäëåæàò ñëîâà: «Ëåòàòü ìîæåò òîëüêî êðàñèâûé ñàìî-
ë¸ò». Íe çðÿ, ïî-âèäèìîìó, ãîâîðÿò, ÷òî êðàñîòà − ýòî ñòðàøíàÿ ñèëà. 

Â äàííîé ñòàòüå ÿ õî÷ó ïîäåëèòüñÿ 
ñ ÷èòàòåëåì ñâîèì âîñõèùåíèåì 
êðàñîòîé äâóõ æåì÷óæèí ÷åëîâå÷å-
ñêîé ìûñëè, ñâÿçàííûõ ñ èìåíàìè 
äâóõ ãåíèåâ, ïðèíàäëåæàùèõ âñåìó 
÷åëîâå÷åñòâó, – Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó 
Ëîáà÷åâñêîìó (1792 − 1856) è Àëü-
áåðòó Ýéíøòåéíó (1879 − 1955). Ñàìîå 
óäèâèòåëüíîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè 
æåì÷óæèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 
ðàçíûå âûðàæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå. 
   Í.È. Ëîáà÷åâñêèé ðåøèë ïðîáëåìó 
ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà (ïîñòóëàòà 
î ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ), íàä êîòîðîé 
áåçóñïåøíî òðóäèëèñü ìíîãèå ïîêî-
ëåíèÿ ìàòåìàòèêîâ. Åâêëèä, îäèí èç 
âåëèêèõ   ãåîìåòðîâ   äðåâíîñòè,   æèë  
ïðèáëèçèòåëüíî îò 330 äî 275 ãîäà äî 
íàøåé ýðû. Ñîñòàâëåííûå èì «Íà÷àëà» 

ðàçäåëåíû íà 13 êíèã, èç êîòîðûõ 5, 7, 
8, 9 è 10 ïîñâÿùåíû òåîðèè ïðîïîðöèé 
è àðèôìåòèêå, îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ 
ãåîìåòðè÷åñêèìè. Òåîðèÿ ïàðàë-
ëåëüíûõ èçëîæåíà â ïåðâîé êíèãå. 

Ïåðâîé êíèãå ïðåäïîñëàíû 23 
îïðåäåëåíèÿ. Âñëåä çà îïðåäåëåíè-
ÿìè Åâêëèä ïðèâîäèò ïîñòóëàòû è 
àêñèîìû, ò. å. óòâåðæäåíèÿ, ïðèíè-
ìàåìûå áåç äîêàçàòåëüñòâà. 

Ïîñòóëàòû Åâêëèäà: 
I..Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îò êàæ-  

äîé òî÷êè êî âñÿêîé äðóãîé 
òî÷êå ìîæíî áûëî ïðîâåñòè 
ïðÿìóþ ëèíèþ. 

II..È ÷òîáû êàæäóþ ïðÿìóþ 
ìîæíî áûëî íåîïðåäåë¸ííî ïðî-
äîëæèòü. 
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III..È ÷òîáû èç ëþáîãî öåí-
òðà ìîæíî áûëî îïèñàòü îêðóæ- 
íîñòü ëþáûì ðàäèóñîì. 

VI..È ÷òîáû âñå ïðÿìûå óãëû 
áûëè ðàâíû. 

V..È ÷òîáû âñÿêèé ðàç, êîãäà 
ïðÿìàÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ äâóìÿ 
äðóãèìè ïðÿìûìè îáðàçóåò ñ 
íèìè âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå 
óãëû, ñóììà êîòîðûõ ìåíüøå 
äâóõ ïðÿìûõ, ýòè ïðÿìûå ïå-
ðåñåêàëèñü áû ñ òîé ñòîðîíû, ñ 
êîòîðîé ýòà ñóììà ìåíüøå äâóõ 
ïðÿìûõ (ðèñ. 1). 

  Ðèñ. 1. Ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà 

Äàëåå Åâêëèä èçëàãàåò òåîðåìû 
ãåîìåòðèè, ðàñïîëàãàÿ èõ â ïîðÿäêå 
ëîãè÷åñêîé çàâèñèìîñòè òàê, ÷òîáû 
êàæäîå ïðåäëîæåíèå ìîæíî áûëî 
äîêàçàòü íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùèõ 
ïðåäëîæåíèé, ïîñòóëàòîâ è àêñèîì. 

Îò Ïëàòîíà äî Êàíòà ñðåäè ôè-
ëîñîôîâ è ìàòåìàòèêîâ ñóùå-
ñòâîâàëî ìíåíèå î òîì, ÷òî ïîñòóëàò 
èëè àêñèîìà, ïîëîæåííûå â îñíîâó 
íàóêè, äîëæíû îáëàäàòü ïðèçíàêîì 
î÷åâèäíîñòè. Ïåðâûå ÷åòûðå ïîñòó-
ëàòà Åâêëèäà âñåì ïðåäñòàâëÿëèñü 
î÷åâèäíûìè. Îäíàêî ýòîãî íåëüçÿ 
áûëî ñêàçàòü î ïÿòîì ïîñòóëàòå. 
Óêðåïèëîñü òâ¸ðäîå óáåæäåíèå â 
òîì, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò − ýòî íå 
ïîñòóëàò, à òåîðåìà, êîòîðóþ Åâêëèä 
íå ñóìåë äîêàçàòü. Òàê âîçíèêëà 
ïðîáëåìà ïÿòîãî ïîñòóëàòà. Å¸ ïû-
òàëèñü ðåøèòü â òå÷åíèå äâóõ òûñÿ÷ 
ëåò êðóïíåéøèå ãåîìåòðû Ãðåöèè è 
Âèçàíòèè, Âîñòîêà è Çàïàäà. Íà ðó-
áåæå äåâÿòíàäöàòîãî ñòîëåòèÿ, êîãäà 
÷èñëî íåóäà÷íûõ ïîïûòîê îñîáåííî 
óâåëè÷èëîñü, ìàòåìàòèêîâ îõâàòèëî 

÷óâñòâî, áëèçêîå ê îò÷àÿíèþ. Âîò ÷òî 
ïèñàë â òî âðåìÿ Ôàðêàø Áîëüàè 
(Bolyai) ñâîåìó ñûíó ßíîøó: «Ìîëþ 
òåáÿ, íå äåëàé òîëüêî è òû ïîïûòîê 
îäîëåòü òåîðèþ ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé. 
ß èçó÷èë âñå ïóòè äî êîíöà; ÿ íå 
âñòðåòèë íè îäíîé èäåè, êîòîðóþ ÿ íe 
ðàçðàáàòûâàë. ß ïðîø¸ë âåñü áåñ-
ïðîñâåòíûé ìðàê ýòîé íî÷è, è âñÿêèé 
ñâåò, âñÿêóþ ðàäîñòü æèçíè ÿ â íåé 
ïîãàñèë. Ýòîò áåñïðîñâåòíûé ìðàê 
ìîæåò ïîòîïèòü òûñÿ÷è íüþòîíîâ-
ñêèõ áàøåí. Îí íèêîãäà íå ðàññååòñÿ, 
è íèêîãäà íåñ÷àñòíûé ðîä ÷åëîâå-
÷åñêèé íå áóäåò âëàäåòü ÷åì-ëèáî 
ñîâåðøåííûì äàæå â ãåîìåòðèè. Ýòî 
áîëüøàÿ è âå÷íàÿ ðàíà â ìîåé äóøå». 

Â òî âðåìÿ, îäíàêî, êîãäà ïèñàëèñü 
ýòè ñòðîêè, ïðîáëåìà áûëà óæå 
áëèçêà ê ñâîåìó ðàçðåøåíèþ. Ñ 
ðàçíûõ ñòîðîí, íåçàâèñèìî äðóã îò 
äðóãà ê íåé ïîäîøëè Ê. Ãàóññ    
(1777 −  1855), Ô. Øâåéêàðò (1780 − 
1859), Í. Ëîáà÷åâñêèé (1792 − 1856) è 
ßíîø Áîëüàè (1802 − 1860). Ðåøåíèå 
îêàçàëîñü íå òåì, êîòîðîå èñêàëè íà 
ïðîòÿæåíèè âåêîâ. Ïÿòûé ïîñòóëàò 
Åâêëèäà íåëüçÿ äîêàçàòü: îí íåäî-
êàçóåì. Åâêëèä áûë ïðàâ, âêëþ÷èâ 
åãî â ÷èñëî ñâîèõ ïîñòóëàòîâ. Ïåðâûì 
è âàæíåéøèì ïîäòâåðæäåíèåì åãî 
íåäîêàçóåìîñòè áûëî ñîçäàíèå ãåî-
ìåòðèè, îòëè÷íîé îò ãåîìåòðèè Åâ-
êëèäà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî 
òîëüêî îäèí Ëîáà÷åâñêèé ïîñëåäî-
âàòåëüíî è äî êîíöà æèçíè ïðîäîë-
æàë ðàçðàáàòûâàòü íååâêëèäîâó 
ãåîìåòðèþ (îí íàçûâàë å¸ âîîáðà-
æàåìîé ãåîìåòðèåé) è ïåðâûé 
îïóáëèêîâàë å¸ â ïå÷àòè. 

Ïîó÷èòåëåí ïóòü, ïî êîòîðîìó 
Ëîáà÷åâñêèé  ø¸ë ê ñâîåé ãåîìåòðèè. 
Âîò ÷òî ïèñàë îí â 1835 ãîäó â ñâîèõ 
«Íîâûõ íà÷àëàõ ãåîìåòðèè» [1]: «Âñåì 
èçâåñòíî, ÷òî â ãåîìåòðèè òåîðèÿ 
ïàðàëëåëüíûõ äî ñèõ ïîð îñòàâàëàñü 
íåñîâåðøåííîé. Íàïðàñíîå ñòàðàíèå 
ñî âðåì¸í Åâêëèäà, â ïðîäîëæåíèå 
äâóõ òûñÿ÷ ëåò, çàñòàâèëî ìåíÿ ïî-
äîçðåâàòü, ÷òî â ñàìèõ ïîíÿòèÿõ åù¸ 
íå çàêëþ÷àåòñÿ òîé èñòèíû, êîòîðóþ 
õîòåëè äîêàçûâàòü è êîòîðóþ ïðî-
âåðèòü, ïîäîáíî äðóãèì ôèçè÷åñêèì 
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çàêîíàì, ìîãóò ëèøü îïûòû, êàêîâû, 
íàïðèìåð, àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþ-
äåíèÿ. Â ñïðàâåäëèâîñòè ìîåé äî-
ãàäêè, áóäó÷è íàêîíåö óáåæä¸í è 
ïî÷èòàÿ çàòðóäíèòåëüíûé âîïðîñ 
ðåø¸ííûì âïîëíå, ïèñàë îá ýòîì ÿ 
ðàññóæäåíèå â 1826 ãîäó». 

Ýòè ñëîâà Ëîáà÷åâñêîãî ÿñíî ãî-
âîðÿò î åãî âîççðåíèè íà ïðîñòðàí-
ñòâî. Îíî ïðîòèâîïîëîæíî êàíòîâ-
ñêîìó, ïîëüçîâàâøåìóñÿ òîãäà âå-
ëè÷àéøèì ïî÷¸òîì. Ó÷åíèå Êàíòà 
ðàññìàòðèâàåò ïðîñòðàíñòâî êàê 
íåêóþ ôîðìó ñóáúåêòèâíîãî ñîçåð-
öàíèÿ, íåîáõîäèìî ïðåäøåñòâóþùóþ 
âñÿêîìó îïûòó; òî÷êà çðåíèÿ Ëîáà-
÷åâñêîãî âîçâðàùàåò ãåîìåòðèþ â 
îáëàñòü îïûòíûõ íàóê. Ïîñòóëàò 
Åâêëèäà äëÿ íåãî ïðîèçâîëåí, îí íå 
ìîæåò áûòü íè äîêàçàí, íè äîïóùåí. 
Îí äîëæåí áûòü ïðîâåðåí îïûòîì è 
íàáëþäåíèåì. Ñëîæíîé è àáñòðàêò-
íîé ïðèðîäå ïÿòîãî ïîñòóëàòà äîë-
æåí ñîîòâåòñòâîâàòü ãëóáîêî ïðî-
äóìàííûé ýêñïåðèìåíò. Íî âñÿêèé 
ýêñïåðèìåíò îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ 
îïðåäåë¸ííîé òåîðèè, â äàííîì 
ñëó÷àå íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêîé 
áàçû. Åñëè çà ýòó áàçó ïðèíÿòü ãåî-
ìåòðèþ Åâêëèäà, òî ìîæíî îêàçàòüñÿ 
â ïîðî÷íîì êðóãå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 
ïðîâåðêè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 
íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü äðóãóþ 
ãåîìåòðèþ, êîòîðàÿ îñíîâàíà íå íà 

óòâåðæäåíèè ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâ-
êëèäà, à íà åãî îòðèöàíèè. Ýòó ãåî-
ìåòðèþ è ðàçðàáîòàë Ëîáà÷åâñêèé. 

Ïðè æèçíè, îäíàêî, îí íå âñòðåòèë 
îòêëèêà íà ñâîè èäåè. Îíè êàçàëèñü 
ñîâðåìåííûì åìó ãåîìåòðàì ïàðà-
äîêñàëüíûìè è âûçûâàëè ëèøü çëóþ 
èðîíèþ. Íà Çàïàäå Ê. Ãàóññ è Áîëüàè, 
îöåíèâøèå èõ çíà÷åíèå, ïî ðàçíûì 
ïðè÷èíàì íå âûñêàçàëèñü ïóáëè÷íî. 
Ìîë÷àíèå Ãàóññà îáúÿñíÿåòñÿ, 
ïî-âèäèìîìó, òåì, ÷òî îí ïðåäâèäåë 
äóðíóþ ðåàêöèþ íà ñòîëü íåîæèäàí-
íûå èäåè. Âåäü ïî÷òè âñåì íîâàÿ ãåî-
ìåòðèÿ ïîêàçàëàñü òîãäà àáñóðäíîé. Â 
àòìîñôåðå íåïîíèìàíèÿ Áîëüàè òÿ-
æåëî çàáîëåë è íå ñìîã ïðîäîëæàòü 
ðàáîòó. Îäèí Ëîáà÷åâñêèé äî êîíöà 
äíåé ñâîèõ ìóæåñòâåííî îòñòàèâàë 
èäåè è ïðàâà íîâîé ãåîìåòðèè. 

Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü ëèøü äå-
ñÿòü ëåò ïîñëå åãî ñìåðòè. Îïóáëè-
êîâàíèå ïåðåïèñêè Ãàóññà ïðèâëåêëî 
âíèìàíèå ê ïðîáëåìàì íååâêëèäîâîé 
ãåîìåòðèè. Èäåè Ëîáà÷åâñêîãî, ïî-
ëó÷èâ âñåîáùåå ïðèçíàíèå, îêàçàëè 
îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìà-
òåìàòèêè. Ê ñòîëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ Ëîáà÷åâñêîãî ñîìíåíèé â 
ñïðàâåäëèâîñòè åãî ãåîìåòðèè óæå íå 
áûëî. Èìÿ åãî ñòàëî â îäèí ðÿä ñ 
èìåíàìè Àðõèìåäà, Íüþòîíà è 
äðóãèõ îñíîâîïîëîæíèêîâ íàóêè. 

Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî

 Êàæäîìó, èçó÷àâøåìó ýëåìåí-
òàðíóþ ïëàíèìåòðèþ, äîëæíà áûòü 
ïîíÿòíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðîëü ïÿ-
òîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà. Íà í¸ì îñ-
íîâàíû òåîðèÿ ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé 
è âñå ñâÿçàííûå ñ íåé ðàçäåëû: ïî-
äîáèå ôèãóð, òðèãîíîìåòðèÿ è ò. ä. 
Ïîïûòêè äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò íå 
áûëè áåñïëîäíûìè. Â ÷àñòíîñòè, 
áûëî íàéäåíî ìíîãî ïðåäëîæåíèé, 
ýêâèâàëåíòíûõ ïÿòîìó ïîñòóëàòó. 
Ïðèâåä¸ì áåç äîêàçàòåëüñòâà íå-
ñêîëüêî òàêèõ ïðåäëîæåíèé.  

1. Äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå

ïðè ïåðåñå÷åíèè èõ òðåòüåé 
îáðàçóþò ðàâíûå ñîîòâåò-
ñòâåííûå óãëû. 

2. Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ
òðåóãîëüíèêà ðàâíà äâóì ïðÿ-
ìûì. 

3. Ñóùåñòâóþò òðåóãîëüíèêè
ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøîé ïëîùà-
äüþ. 

4. Ñóùåñòâóþò ïîäîáíûå òðå- 
óãîëüíèêè. 

5. Ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî âïè-
ñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà 
ðàäèóñó. 
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6. ×åðåç ëþáóþ òî÷êó âíóòðè
óãëà ìîæíî ïðîâåñòè ñåêóùóþ, 
ïåðåñåêàþùóþ îáå ñòîðîíû óãëà. 

7. Òåîðåìà ß. Áîëüàè (1775 − 
1856). Åñëè ÷åðåç ëþáûå òðè 
òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè îêðóæ-
íîñòü, òî ñïðàâåäëèâ ïîñòóëàò 
Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíûõ. 

Ìíîãîâåêîâûå ïîïûòêè äîêàçàòü 
ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà ïðèâåëè 
òàêæå ê îòêðûòèþ öåëîãî ðÿäà òåîðåì 
òàê íàçûâàåìîé àáñîëþòíîé ãåîìåò-
ðèè, òî åñòü ãåîìåòðèè, íå çàâèñÿùåé 
îò ïÿòîãî ïîñòóëàòà. Âîò, íàïðèìåð, 
íåêîòîðûå òåîðåìû, ñîäåðæàùèåñÿ â 
ïðîèçâåäåíèÿõ     ïàòåðà   Ä.   Ñàêêåðè 
(1667 − 1773) è ôðàíöóçñêîãî ìàòå-
ìàòèêà À.Ì. Ëåæàíäðà (1752 − 1833). 

Òåîðåìû Ëåæàíäðà − Ñàêêåðè: 
1.  Ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðå-

óãîëüíèêà íå ìîæåò áûòü áîëüøå 
äâóõ ïðÿìûõ. 

2. Åñëè â äàííîì òðåóãîëüíèêå
ñóììà óãëîâ ðàâíà äâóì ïðÿìûì, 
òî è âî âñÿêîì òðåóãîëüíèêå 
ñóììà óãëîâ ðàâíà äâóì ïðÿìûì. 

3. Åñëè ñóììà óãëîâ â êà-
êîì-ëèáî òðåóãîëüíèêå ìåíüøå 
äâóõ ïðÿìûõ, òî îíà ìåíüøå 
äâóõ ïðÿìûõ â ëþáîì òðå-
óãîëüíèêå. 

Ââåä¸ì â ðàññìîòðåíèå ïëîñêîñòü 
Ëîáà÷åâñêîãî. Íàçîâ¸ì ïëîñêîñòüþ 
Ëîáà÷åâñêîãî ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé 
ïðÿìûå íå ïîä÷èíÿþòñÿ ïÿòîìó ïî-
ñòóëàòó. Çäåñü èìååò ìåñòî ïîñòóëàò 
Ëîáà÷åâñêîãî, êîòîðûé ìû ñôîðìó-
ëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.  

×åðåç òî÷êó À âíå ïðÿìîé à â 
ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé òî÷êîé 
À è ïðÿìîé à, ïðîõîäÿò ïî êðàé-
íåé ìåðå äâå ïðÿìûå ñ è ,b  íå èìå-  
þùèå îáùåé òî÷êè ñ ïðÿìîé à. 

Êàêîâà ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà, 
ðàñïîëîæåííîãî â ïëîñêîñòè Ëîáà-
÷åâñêîãî? Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ýòà 
ñóììà ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ. 

Â ñàìîì äåëå, åñëè áû ýòà ñóììà 
ðàâíÿëàñü 2d, ãäå d − âåëè÷èíà 
ïðÿìîãî óãëà, /2,d π= òî îòñþäà 

âûòåêàë áû ïîñòóëàò Åâêëèäà î ïà-
ðàëëåëüíûõ, íî ìû èìååì äåëî ñ 
ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî, è ïðåä-
ëîæåíèå î òîì, ÷òî ñóììà óãëîâ 
òðåóãîëüíèêà ðàâíà 2d, âåä¸ò ê 
ïðîòèâîðå÷èþ. À òàê êàê íà ïëîñêî-
ñòè Ëîáà÷åâñêîãî, òàê æå êàê è íà 
ïëîñêîñòè Åâêëèäà, ñóììà óãëîâ 
òðåóãîëüíèêà áîëüøå äâóõ ïðÿìûõ 
áûòü íå ìîæåò, òî, ñëåäîâàòåëüíî, 
îíà ìåíüøå 2d.  

Ìîæíî äîêàçàòü, êðîìå òîãî, ÷òî 
ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà íà ïëîñ-
êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ðàçíûõ òðå-
óãîëüíèêàõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíàÿ. 
Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòà ñóììà ïðè 
ïåðåõîäå îò òðåóãîëüíèêà ê òðå-
óãîëüíèêó ìåíÿåòñÿ, òàê êàê åñëè áû 
ýòà ñóììà áûëà îäèíàêîâîé âî âñåõ 
òðåóãîëüíèêàõ, òî îòñþäà áû âûòå-
êàëî íàëè÷èå ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâ-
êëèäà. 

Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà: åñëè 
òðè óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà 
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî òð¸ì 
óãëàì äðóãîãî, òî òàêèå òðå-
óãîëüíèêè ðàâíû. 

Åñëè áû òàêèå òðåóãîëüíèêè íå 
áûëè ðàâíûìè, òî îíè áûëè áû ïî-
äîáíûìè, ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëè-
âîñòü ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà, 
êîòîðûé íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî 
íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. Îòìå-
òèì åù¸ îäíî ïðåäëîæåíèå ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî. 

Êàæäûé îòðåçîê ãåîìåòðèè 
Ëîáà÷åâñêîãî îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåò óãîë. 

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîñòðîèâ 
ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, ñòî-
ðîíû êîòîðîãî ðàâíû äàííîìó îò-
ðåçêó; òàêîé òðåóãîëüíèê áóäåò 
òàêæå è ðàâíîóãîëüíûì. Óãîë òàêîãî 
òðåóãîëüíèêà è áóäåò âïîëíå îïðå-
äåë¸ííûì è åäèíñòâåííûì óãëîì, 
êîòîðûé îïðåäåëÿåò äàííûé îòðåçîê. 
Åñëè âçÿòü äðóãîé îòðåçîê, íå ðàâ-
íûé ïåðâîìó, è òî÷íî òàê æå ïî-
ñòðîèòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, 
òî óãîë ýòîãî ïîñëåäíåãî òðåóãîëü-
íèêà íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ óãëó ïåð-
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âîãî òðåóãîëüíèêà, òàê êàê ýòî ïðî-
òèâîðå÷èëî áû òîëüêî ÷òî óñòàíîâ-
ëåííîìó íîâîìó ïðèíöèïó ðàâåíñòâà 
òðåóãîëüíèêîâ. Êàæäûé ðàâíîñòî-
ðîííèé òðåóãîëüíèê èìååò ñâîþ 
ñîáñòâåííóþ âåëè÷èíó óãëà. Äâà íå-
ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà èìåþò íåðàâ-

íûå óãëû. Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî 
íåò ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ, íî 
âçàìåí èìååòñÿ èíòåðåñíàÿ çàâèñè-
ìîñòü ìåæäó îòðåçêàìè è óãëàìè. Ýòî 
íàïîìèíàåò ãåîìåòðèþ íà ñôåðå. 
Íàïðàøèâàåòñÿ àíàëîãèÿ ñî ñôåðè-
÷åñêîé òðèãîíîìåòðèåé.

Ñôåðè÷åñêàÿ òðèãîíîìåòðèÿ

Ðàññìîòðèì øàð ðàäèóñà r. Íà 
ïîâåðõíîñòè øàðà êðàò÷àéøåå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè èç-
ìåðÿåòñÿ âäîëü îêðóæíîñòè áîëü-
øîãî êðóãà, òî åñòü îêðóæíîñòè, 
ïëîñêîñòü êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç 
öåíòð øàðà. Âåðøèíû ñôåðè÷åñêîãî 
òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïå-
ðåñå÷åíèÿ òð¸õ ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç 
öåíòðà øàðà, è ñôåðè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè. Ñòîðîíû ,à ,b ñ ñôå-
ðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà èçìåðÿþòñÿ 
óãëàì . ,a rα = . ,b rβ = . ,c rγ =

   

ìåæäó 
ëó÷àìè, êîòîðûå ìåíüøå .π

  

Óãëû À, 
Â, Ñ ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, 
ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíàì ,à ,b ñ
ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, 
ïî îïðåäåëåíèþ, ìåíüøèå, ÷åì óãëû 
ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè 
äàííûìè ëó÷àìè (ðèñ. 2). 

Ñôåðè÷åñêàÿ òðèãîíîìåòðèÿ çàíè-
ìàåòñÿ èçó÷åíèåì ñîîòíîøåíèé ìåæäó 
ñòîðîíàìè è óãëàìè ñôåðè÷åñêèõ òðå-
óãîëüíèêîâ (íàïðèìåð, íà ïîâåðõíîñòè 
Çåìëè èëè íà íåáåñíîé ñôåðå). 

Ïðèâåä¸ì áåç äîêàçàòåëüñòâ íå-
ñêîëüêî ôîðìóë ñôåðè÷åñêîé òðè-
ãîíîìåòðèè. Òåîðåìà ñèíóñîâ: 

A B C

sin sin sin
.

sin sin sin

α β γ= =  

Òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ ñòîðîí: 
Acos cos cos sin sin cos .α β γ β γ= +  (2) 

Òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ óãëîâ: 
cos cos cos sin sin cos .A B C B C α= − +  (3) 

Åñëè ,r → ∞ òî ïðèâåä¸ííûå 
ôîðìóëû ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå 
ñîîòíîøåíèÿ ïëîñêîé òðèãîíîìåòðèè. 

Ðèñ. 2. Óãëû è ñòîðîíû ñôåðè-
÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà 

Ôîðìóëû ãèïåðáîëè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè

Âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå òåîðåìîé 
Ëîáà÷åâñêîãî, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, 
÷òî ãåîìåòðèÿ ïëîñêîñòè Ëîáà-
÷åâñêîãî ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðèåé 
íà ñôåðå ìíèìîãî ðàäèóñà. Çà-
ìåòèì, ÷òî 

....sin sh , cos ñh ,
x x

i x x
i i

= =

ãäå i − ìíèìàÿ åäèíèöà. 
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (2). Çàìåíÿÿ 

r íà ik, íàõîäèì: 

  ch h ch sh sh cos .
a b c b c

c A
k k k k k

= −  (4) 

Åñëè ,k → ∞  òî 
2

2
ñh 1 , sh .

2

a a b b

k k kk
≈ + ≈

Ñîîòíîøåíèå (4) ïðè ,k → ∞ îá-
ðàùàåòñÿ â 

2 2 2 2 cos ,a b c bc A= + −

A B

C

�

� �
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ò. å. îñíîâíóþ ôîðìóëó òðèãîíîìåò-
ðèè íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. 

Ïîêàæåì, ÷òî íà ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà 
ìåíüøå .π  Âîçüì¸ì äëÿ ïðîñòîòû 
ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. Ïîëà-
ãàÿ â (1) a b c= =  è çàìåíÿÿ r íà ik, 
èìååì: 

2

2

ch ch
cos

sh

ch ch 1 ch
.

1 chch 1 c

.

.
h 1

. .

.

a a

k kA
a

k
a a a
k k k

aa a
kk k

−
= =

−
= =

++ −

Ïîñêîëüêó 
2 21 1

ch 1 . . ., òî
2! 4!

.. . ........
a a a

k k k
= + + +  

2 4

2 4

. .
1 1

1 . . .
2! 4!

cos .
1 1

2 . ..
2! 4!

. .

a a

k k
A

a a

k k

+ + +
=

+ + +

Ýòà äðîáü, î÷åâèäíî, áîëüøå 1/2, 
ò. å. /3.A π<   Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà 
óãëîâ  òðåóãîëüíèêà  ìåíüøå .π

  

Âå-
ëè÷èíó A B Cδ π= − − −  íàçûâàþò 
ãèïåðáîëè÷åñêèì íåäîñòàòêîì. Õà-
ðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ôîðìóë ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè ÿâ-
ëÿåòñÿ èõ äâîéñòâåííîñòü − ñèì-
ìåòðèÿ ìåæäó óãëàìè è ñòîðîíàìè. 
Ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòîé 
ñèììåòðèè ìîæíî âèäåòü â òåîðåìå î 
ïàðàëëåëüíûõ. 

Ðàññìîòðèì äâå ïàðàëëåëüíûå 
ëèíèè (ðèñ. 3). Ïðîâåä¸ì ÷åðåç íèõ 
ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû îíà ñîñòàâëÿëà ñ 
íèæíåé ïàðàëëåëüþ ïðÿìîé óãîë. 
Òîãäà âåðõíÿÿ ïàðàëëåëü ñîñòàâëÿåò 
ñ íåé óãîë, ìåíüøèé ïðÿìîãî. Íàçî-
â¸ì ýòîò óãîë óãëîì ïàðàëëåëüíî-
ñòè è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ï(õ), ãäå õ − 
äëèíà îòðåçêà ïðÿìîé ìåæäó ïà-
ðàëëåëüíûìè. Â åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè, î÷åâèäíî, Ï ( ) /2.x π= Â ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî ýòî ñïðàâåäëèâî 

ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ðàññòîÿíèå 
ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ìàëî. 

Ðèñ. 3. Ê îïðåäåëåíèþ óãëà ïàðàë- 
ëåëüíîñòè Â = Ï(à) 

Ïðèìåíèì ê òðåóãîëüíèêó íà ðèñ. 3 
òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ óãëîâ: 

 

a
A B C B C

k
cos cos cos sin sin ch .= − +  

Ïîëàãàÿ  0, / 2, Ï( ),A C B aπ= = =
íàõîäèì 

1
ch ,

sinÏ( )

a

k a
=  

èëè  

. .........th cos Ï .     (a). (5)...
a

k
=  

Îòñþäà ïîëó÷àåì çíàìåíèòóþ ôîð-
ìóëó Ëîáà÷åâñêîãî: 

1 cos
ch sh ,

sin

a

ka a B
e

k k B

− −− = =  

òî åñòü 

Ï( )
tg .

2

a

ka
e

−
=    (6) 

Âî âðåìåíà Ëîáà÷åâñêîãî ãèïåð-
áîëè÷åñêèå ôóíêöèè íå óïîòðåá-
ëÿëèñü, è îí ïîëüçîâàëñÿ âìåñòî 
ýòîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè ñ àðãóìåíòàìè Ï( ).x  

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ îäíèì 
óãëîì íà áåñêîíå÷íîñòè êàê ñóììó 
äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ 
(ðèñ. 4). Íåòðóäíî âèäåòü â ñèëó (5), 
÷òî 

Ðèñ. 4. Òðåóãîëüíèê ñ îäíèì óãëîì 
íà áåñêîíå÷íîñòè êàê ñóììà äâóõ 
ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ 

B

b

c

a

2
A

B
y

x
C

A
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th th cos cos
th( ) ,

1 th th 1 cos cos

x y C B
x y

x y C B

− ++ = =
+ +

òî åñòü 
cosÏ( ) cosÏ( )

th . (7)
1 cosÏ(

...
) cosÏ( )

........
x y

a
x y

+=
+

      
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðÿìîóãîëü-

íûé òðåóãîëüíèê (ðèñ. 5). Òàê êàê 
ñóììà åãî îñòðûõ óãëîâ íå ðàâíà (êàê 
â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè) /2,.π  òî ìû 
èìååì ïÿòü âåëè÷èí: äâà óãëà À è Â è 
òðè ñòîðîíû à, ,b  ñ. Ìåæäó ëþáûìè 

  òðåìÿ âåëè÷èíàìè ñóùåñòâóåò ñâÿçü. 
Ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàçáèâ 
åãî íà äâà ïðÿìîóãîëüíûõ.  

Ðèñ. 5. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê 

Êèíåìàòèêà Ýéíøòåéíà 

Â òî âðåìÿ, êîãäà Ëîáà÷åâñêèé 
ïûòàëñÿ íàéòè ýêñïåðèìåíòàëüíîå 
ïîäòâåðæäåíèå ñâîåé ãåîìåòðèè, øëî 
èíòåíñèâíîå íàêîïëåíèå îïûòíûõ 
äàííûõ îá ýëåêòðè÷åñòâå è ìàãíå-
òèçìå.   Â   øåñòèäåñÿòûõ   XIX  âåêà 
Äæ. Ìàêñâåëë (1831 − 1879) ïîäû-
òîæèë ýòîò ïðîöåññ â çíàìåíèòûõ 
óðàâíåíèÿõ ýëåêòðîäèíàìèêè. Âñêî- 
ðå áûëî çàìå÷åíî, ÷òî óðàâíåíèÿ 
Ìàêñâåëëà íåèíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ. Ýòî 
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè îñòàâàòüñÿ íà 
ïîçèöèÿõ íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè, òî 
íàäî âûäåëèòü èíåðöèàëüíóþ ñè-
ñòåìó îòñ÷¸òà, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ 
Ìàêñâåëëà èìåþò ñâîé îðèãèíàëüíûé 
âèä. Ýòó ñèñòåìó îòñ÷¸òà ìîæíî áûëî 
áû ñ ïîëíûì ïðàâîì íàçâàòü àáñî-
ëþòíî ïîêîÿùåéñÿ. Ñîãëàñíî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì Ãàëèëåÿ ñêîðîñòü ñâåòà 
çàâèñåëà áû îò ñêîðîñòè ñàìîé ñè-
ñòåìû îòñ÷¸òà. Ýòîìó, îäíàêî, ïðî-
òèâîðå÷èë ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ è, â 
îñîáåííîñòè, ïðÿìîé îïûò À. Ìàé-
êåëüñîíà (1852 − 1931). 

Ïûòàÿñü ðàçðåøèòü ïðîòèâîðå-
÷èå, Ã.À. Ëîðåíö (1853 − 1926) îòêðûë 
â 1904 ãîäó ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçû-
âàþùèå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â äâóõ 
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¸òà, äâè- 
æóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ñî 
ñêîðîñòüþ, ñðàâíèìîé ñî ñêîðîñòüþ 
ñâåòà. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ýòè 
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ. Áûëî óñòà-
íîâëåíî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íå 

èçìåíÿþò ñâîþ ôîðìó ïîä äåéñòâèåì 
ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèå, íî 
è ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ íå çà-
âèñÿò îò ðàâíîìåðíîãî ïîñòóïàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ. 

Îäíàêî, îòêðûâ ñâîè çíàìåíèòûå 
ïðåîáðàçîâàíèÿ, Ëîðåíö ïîëíîñòüþ 
íå îñîçíàë èõ çíà÷åíèå. Ñëåäóþùèé 
ðåøèòåëüíûé øàã â ïîñòðîåíèè 
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, èäÿ ðàç-
ëè÷íûìè ïóòÿìè, íåçàâèñèìî äðóã îò 
äðóãà, ñäåëàëè â 1905 ãîäó À. Ýéí-
øòåéí (1879 −   1955) è À. Ïóàíêàðå 
(1854 −   1912). Ïåðâûé − ñ ïîìîùüþ 
àíàëèçà íà îñíîâå ìûñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ, îïèðàþùèõñÿ íà âñþ 
ñîâîêóïíîñòü äàííûõ ôèçè÷åñêîãî 
îïûòà; âòîðîé − íà îñíîâå èññëåäî-
âàíèé ñâîéñòâ ñèììåòðèè ôèçè÷å-
ñêèõ çàêîíîâ ýëåêòðîäèíàìèêè. Òàê 
âîçíèêëà êèíåìàòèêà Ýéíøòåéíà, 
êèíåìàòèêà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè. 

Èäåè Ëîðåíöà, Ýéíøòåéíà è Ïó-
àíêàðå   ïîäûòîæèë   â   1905   ãîäó  
Ã. Ìèíêîâñêèé (1864 − 1909), ââåäÿ 
ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî 
ìèðà. Ìèíêîâñêèé çàâåðøèë ïî-
ñòðîåíèå ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè, ïðèäàâ åé àäåêâàòíóþ 
ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó. 

Ïî îïðåäåëåíèþ Ìèíêîâñêîãî 
òî÷êà ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè, 
ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííûé ìîìåíò 
âðåìåíè, åñòü ìèðîâàÿ òî÷êà, à ìíî-
ãîîáðàçèå âñåõ òî÷åê åñòü ïðîñòðàí-

A

B
2C=

a
c

b

π
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ñòâåííî-âðåìåííîé ìèð, èëè ïðîñòî 
ìèð. Ïðåäñòàâëåíèå Íüþòîíà î ïðî-
ñòðàíñòâå è âðåìåíè Ìèíêîâñêèé 
âûðàçèë â âèäå ñâîåîáðàçíîé ãåî-
ìåòðèè ìèðà. Ïåðåõîä ê íîâûì 
ïðåäñòàâëåíèÿì î ïðîñòðàíñòâå è 
âðåìåíè ïðèâîäèò ê äðóãîé ãåîìåò-
ðèè ìèðà. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ èìåþò òà-
êîå æå îòíîøåíèå ê ìèðó, êàêîå 
èìåþò ïîâîðîòû ê îáû÷íîìó ïðî-
ñòðàíñòâó. 

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé 
ãåîìåòðèþ Åâêëèäà çàìåíèòü ïðî-
ñòðàíñòâîì Ëîáà÷åâñêîãî, òî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ çàìåíÿòñÿ íà 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Äðóãèìè 
ñëîâàìè, ÷åòûð¸õìåðíàÿ ãðóïïà 
Ëîðåíöà è ãðóïïà äâèæåíèé â 
òð¸õìåðíîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî 
èçîìîðôíû. Òàê èñòîðè÷åñêèé õîä 
íàóêè ñâÿçàë êèíåìàòèêó òåîðèè 
îòíîñèòåëüíîñòè ñ ìíîãîâåêîâîé 
ïðîáëåìîé ïàðàëëåëüíûõ. 

Óáåäèìñÿ â ýòîì íà êîíêðåòíûõ 
ïðèìåðàõ. Ïóñòü èíåðöèàëüíàÿ ñè-
ñòåìà îòñ÷¸òà S′ äâèæåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îò-
ñ÷¸òà S ñî ñêîðîñòüþ V âäîëü îñè Îõ. 
Ïåðåõîä îò êîîðäèíàò ñîáûòèÿ õ, ó, z, 
t ê êîîðäèíàòàì x ,′  y ,′  z ,′  t′  òîãî 

æå ñîáûòèÿ îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðà-
çîâàíèå Ëîðåíöà: 

2

..

............

............ ................................

( ),

,

, (8)

,

x x Vt

y y

z z

Vx
t t

c

γ

γ

′ ′= +
′=
′=

′= +

 

ãäå 

2

2

1
.

1
V

c

γ =

−

 

Ïðåîáðàçîâàíèå (8) ÿâëÿåòñÿ ïî-
âîðîòîì â ïëîñêîñòè (tx); êîîðäèíàòû 
ó è z ïðè ýòîì íå ìåíÿþòñÿ. Åãî ìîæíî 
çàïèñàòü â âèäå 

ch sh ,

sh ch ,

x x ct

ct x ct

ψ ψ
ψ ψ

′= +
′ ′= +

 (9) 

ãäå ψ
  

− «óãîë ïîâîðîòà», h .. .t V cψ =  
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåí- 
íîé ïðîâåðêîé â òîì, ÷òî  

2 2 2 2( ) ( ) .ct x ct x′ ′− = −
Ôîðìóëû (9) îòëè÷àþòñÿ îò 

îáû÷íûõ ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ 
ïðè ïîâîðîòå îñåé êîîðäèíàò çàìåíîé 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ãè-
ïåðáîëè÷åñêèìè. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ 
îòëè÷èå ïñåâäîåâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 
îò åâêëèäîâîé. 

 

Ðèñ. 6. Êîîðäèíàòà äâèæóùåãîñÿ  
íàáëþäàòåëÿ ÷åðòèò ïðÿìóþct′  

Ìèíêîâñêèé ðàçâèë ñëåäóþùåå 
ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòðàíñòâå è 
âðåìåíè. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò íåïî-
äâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ ct x( , ) îïðå-
äåë¸ííîìó ñîáûòèþ ñîîòâåòñòâóåò 
òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå ct x( , ).  Ýâî-
ëþöèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ â ïðîñòðàíñòâå
ct x( , ) ÷åðòèò îïðåäåë¸ííóþ ëèíèþ. 

Êîîðäèíàòà ïîäâèæíîãî íàáëþäàòå-
ëÿ, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ V (ðèñ. 6), ÷åðòèò ïðÿìóþ ct′
òàêóþ, ÷òî 

tg .
V

c
α =  

Ðàññìîòðèì â ïëîñêîì ìèðå ct x( , )

ãèïåðáîëó 2 2( ) 1.ct x− = Åñëè ïðèíÿòü
â êà÷åñòâå ìàñøòàáíûõ åäèíèö îò-
ðåçêè OA′ è OC OA′ ′=  â ñèñòåìå 
ct x( , )  è îòðåçêè OA è ÎÑ = OA â 

ñèñòåìå ( , ),ct x′ ′  òî â íîâûõ îñÿõ
ct x( , )′ ′ óðàâíåíèå òîé æå ãèïåðáîëû 

áóäåò 2 2( ) 1,ct x′ ′− = ãäå x′ − ëó÷, ñî-
ïðÿæ¸ííûé ñ .ct′  

ct

x

x

ct

A

�
C

C

A

O
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Ðàññìîòðèì òåïåðü òð¸õìåðíûé 
ìèð (ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî ïëþñ âðå-
ìÿ). Êîíöû åäèíè÷íûõ (ìàñøòàáíûõ) 
âåêòîðîâ îáðàçóþò ïðè t 0> âåðõíþþ 
ïîëîñòü äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà 

ct x y2 2 2( ) 1.− − =
Îòîáðàçèì êîíè÷åñêèì îòîáðà-

æåíèåì (öåíòð ïðîåêòèðîâàíèÿ â 
íà÷àëå êîîðäèíàò) ïëîñêîñòü ãèïåð-
áîëîèäà (t > 0)  íà ïëîñêîñòü Ï, îð-
òîãîíàëüíóþ ê îñè ct (ðèñ. 7).  

  Ðèñ. 7. Îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè 
ãèïåðáîëîèäà íà ïëîñêîñòü, îðòî-
ãîíàëüíóþ îñè .ct  

Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ïðåîá-
ðàçóåòñÿ ïðè ýòîì íà âíóòðåííîñòü 
îêðóæíîñòè (ðèñ. 8), êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî 
êðóãîâîãî êîíóñà. Îáðàçû òî÷åê áó-
äåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè. 
«Ïðÿìûå», ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó 
À, áóäóò åâêëèäîâûìè ïðÿìûìè. 
Îñòàëüíûå − ïðÿìûìè, «îðòîãî-
íàëüíûìè» ê îñíîâíîé îêðóæíîñòè, 
êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü àáñîëþòîì. 

Ðèñ. 8. Âíóòðåííîñòü êðóãà − 
ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî 

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ- 
óðàâíåíèå ãèïåðáîëû: 

    ch ,ct ϕ= sh ,x ϕ=  

ãäå ϕ  − äëèíà â ñìûñëå Ëîáà÷åâ-
ñêîãî. Ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ϕ  
åñòü óäâîåííàÿ çàøòðèõîâàííàÿ 
ïëîùàäü, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 9. 

   Ðèñ. 9. Óäâîåííàÿ çàøòðèõîâàí-
íàÿ ïëîùàäü õàðàêòåðèçóåò äëèíó â 
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî 

Ïóñòü äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäà-
òåëÿ 0,ϕ =  äëÿ ïîäâèæíîãî íàáëþ- 

äàòåëÿ .0 .ϕ ϕ=   Èìååì:
ch ,ct ϕ=   .sh ;x ϕ=  

. . . . .0 0 0ch( ) ch ch sh sh. . . .ct ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ = − = − =

 
0 0.. .........ch sh , .. (10).....ct xϕ ϕ= −

 . . . . . .

. .

0 0 0

0 0

sh( ) h ch ch sh

ch s

.

h .

x s

x ct

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ = − = − =
= −

Êîîðäèíàòû òî÷êè À' 
0 0 0 0ch , sh ,ct xϕ ϕ= =   

ïîýòîìó 
x V

ct c
0

0
0

th .ϕ= =

Ôîðìóëû (10) ïðèíèìàþò ïðè 
ýòîì âèä ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà: 

2
,

( ).

Vx
t t

c
x x Vt

γ

γ

′ = −

= −
Ïóñòü À − íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà 

îòñ÷¸òà, Â − ñèñòåìà, äâèæóùàÿñÿ â 
À â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè, Ñ − ñè-
ñòåìà, äâèæóùàÿñÿ â Â ïîä óãëîì Â ê 
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ À îòíîñè-
òåëüíî Â. Òîãäà â ïëîñêîñòè Ëîáà-
÷åâñêîãî ïîëó÷àåòñÿ òðåóãîëüíèê 
ABC    ñî   ñòîðîíàìè      . , ,. . .ξ η ζ  (ðèñ. 10). 

ct

x

y

ct

A

П

A

A A

ct

0

x

ct

� ��

�
A
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Ðèñ. 10. Òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè 
Ëîáà÷åâñêîãî 

Ïîñêîëüêó cthζ − ñêîðîñòü äâèæåíèÿ 
ñèñòåìû Â îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû À, 
thc ξ − ñêîðîñòü ñèñòåìû Ñ îòíîñè-

òåëüíî ñèñòåìû Â, thc η − ñêîðîñòü 
ñèñòåìû Ñ îòíîñèòåëüíî À, òî â ñèëó 
òåîðåìû êîñèíóñîâ èìååì: 

ch ch ch ch sh cos .Bζ= −
Ýòà ôîðìóëà âûðàæàåò ðåëÿòè-

âèñòñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé. 
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êî-

ãäà íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåì Â 
è Ñ ñîâïàäàþò (ðèñ. 11).  

Ðèñ. 11 Ê âûâîäó ðåëÿòèâèñò-
ñêîãî çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé 

Óãîë Â ðàâåí íóëþ, åñëè äâèæåíèå 
Â îòíîñèòåëüíî À è äâèæåíèå Ñ îò-
íîñèòåëüíî Â ïðîèñõîäÿò â ðàçíûå 
ñòîðîíû; óãîë Â ðàâåí ,π  åñëè Â 
îòíîñèòåëüíî À è Ñ îòíîñèòåëüíî Â 
äâèæóòñÿ â îäèíàêîâûõ  íàïðàâëå-
íèÿõ.  Î÷åâèäíî,  ÷òî 

th th
th = th( ) = ,

1 th th

ζ ξη ζ ξ
ζ ξ

±±
±

 

èëè  

BA CB
CA 2

BA CB

.
1 /

V V
V

V V c

±
=

±
 

 Ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö 

Ïóñòü óïðóãî ñòàëêèâàþòñÿ äâà 
îäèíàêîâûõ óïðóãèõ øàðà, îäèí èç 
êîòîðûõ äî ñòîëêíîâåíèÿ ïîêîèëñÿ. 
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è 
ýíåðãèè â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõà-
íèêå äàþò: 

2 1 2
2 2 2
2 1 2

,

.

p p p

p p p

′ ′= +

′ ′= +
(11) 

Ïåðâîå óðàâíåíèå (11) îçíà÷àåò, 
÷òî òðè âåêòîðà îáðàçóþò òðåóãîëü-
íèê. Âòîðîå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê 
òåîðåìà Ïèôàãîðà. Îòñþäà ñëåäóåò, 
÷òî óãîë ìåæäó èìïóëüñàìè ðàçëå-
òàþùèõñÿ ÷àñòèö ïðÿìîé. Ýòî õî-
ðîøî èçâåñòíîå ñâîéñòâî óïðóãèõ 
ñòîëêíîâåíèé. Ñóùåñòâåííî, îäíàêî, 
äðóãîå: ðåøåíèå çàäà÷è ìåõàíèêè â 
ýòîì ïðèìåðå ñâåëîñü ê èñïîëüçî-
âàíèþ òåîðåìû åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè. 

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäíî âàæíîå 
îáñòîÿòåëüñòâî. Êîãäà ìû ðåøàåì 

çàäà÷ó ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêîé 
ãåîìåòðèè, ìû ïîëüçóåìñÿ óðàâíå-
íèÿìè, çàäàííûìè â êàêîé-òî îïðå-
äåë¸ííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ìû 
ìîæåì, êîíå÷íî, ïåðåõîäèòü îò îäíîé 
ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé, íî äëÿ 
òîãî, ÷òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèå, íàäî 
îñòàíîâèòüñÿ íà êàêîé-òî îïðåäå-
ë¸ííîé ñèñòåìå. Åñëè æå ìû ðåøàåì 
îáû÷íóþ çàäà÷ó òðèãîíîìåòðèè, òî, 
èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ôîðìóëû äëÿ 
òðåóãîëüíèêà, ìû ñîâåðøåííî íå 
èíòåðåñóåìñÿ, êàê ðàñïîëîæåí òðå-
óãîëüíèê. Íàñ âîîáùå íå èíòåðåñóåò, 
íàðèñîâàíû ëè êàêèå-òî êîîðäè-
íàòíûå îñè èëè íåò. Ïî÷åìó òàê 
ïðîèñõîäèò? 

Íå èíòåðåñîâàòüñÿ ïîëîæåíèåì 
òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî, 
ïîòîìó ÷òî ñâîéñòâà òðåóãîëüíèêà íå 
èçìåíÿþòñÿ, åñëè ïåðåíåñòè åãî ïà-

A
	


�
B

C

A
	 


�

B
C
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ðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå â ëþáîå 
äðóãîå ìåñòî ïðîñòðàíñòâà. 

Â ìåõàíèêå ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò 
íåèçìåííîñòü óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî ïåðåõîäà â äðóãóþ èíåðöè-
àëüíóþ ñèñòåìó. Ïåðåõîä â ñèñòåìó 
êîîðäèíàò, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñî 

ñêîðîñòüþ 0,V  ýêâèâàëåíòåí òîìó, 
÷òî ê ñêîðîñòÿì âñåõ òî÷åê ïðèáàâ-

ëÿåòñÿ âåêòîð V0 .
Èñïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâî ñêîðî-

ñòåé è ïîëàãàÿ p mV,=  èç (11) 
íàõîäèì: 

 

2 1 2
2 2 2
2 1 2

,.

.

.V V V

V V V

′ ′= +

′ ′= +
Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî èçîáðàçèòü â 
âèäå äèàãðàììû (ðèñ. 12). Íà÷àëî êî-
îðäèíàò Î îòâå÷àåò ñêîðîñòè ïåðâîãî 

øàðà äî ñòîëêíîâåíèÿ. Âåêòîð V2  åñòü 
äèàãîíàëü   ïðÿìîóãîëüíèêà.   Îí ðàâåí 
ñóììå äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ. Âìåñòî 
òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î ñêîðîñòè 
ïåðâîãî øàðà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â 
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¸òà, â 
êîòîðîé îí ïîêîèëñÿ äî ñòîëêíîâå-
íèÿ, ìû áóäåì ãîâîðèòü îá îòíîñè-
òåëüíîé ñêîðîñòè ïåðâîãî øàðà äî è 
ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Èíòåðïðå-
òèðîâàòü ÷åðòåæè íà ÿçûêå îòíîñè-
òåëüíûõ ñêîðîñòåé − îçíà÷àåò èñ-
ïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ òðèãîíî-
ìåòðèè.  

    Ðèñ.12. Ñêîðîñòè óïðóãèõ øàðîâ 
äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ 

   Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïðè ýòîì 
ðàâíà äëèíå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòî-
ðîíû òðåóãîëüíèêà. Ïðèíöèï îòíî-

ñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ ïðè òàêîé èí-
òåðïðåòàöèè ýêâèâàëåíòåí óòâåð-
æäåíèþ î òîì, ÷òî ñâîéñòâî ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôèãóðû íå çàâèñèò îò ïî-
ëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé.  

Ïðèìåð òàêîé ôèãóðû ïðåäñòàâ-
ëåí íà ðèñ. 13. 

Ðèñ. 13. Îòíîñèòåëüíûå ñêîðî-
ñòè äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ 

   Ðàäè êðàòêîñòè ïèñüìà ìû îïóñ-
êàåì áóêâó V è îñòàâëÿåì ëèøü èí-
äåêñû   .. ..1, 1 , 2, 2.. .′ ′

   

Â   ýòèõ   îáîçíà÷å- 
íèÿõ    ïðîöåññ    ñòîëêíîâåíèÿ    çà- 
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
1 2 1 2 .′ ′+ → + Ñëåäîâàòåëüíî, êèíå-
ìàòè÷åñêàÿ äèàãðàììà íà ðèñóíêå 13 
îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè 
÷àñòèö äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. 

Ïóñòü ñòàëêèâàþòñÿ äâà øàðà ñ 
ðàçëè÷íûìè ìàññàìè m1  è m2 .  Òî-
ãäà öåíòð ìàññ ýòèõ øàðîâ ëåæèò íå 
ïîñåðåäèíå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî 
òî÷êè 1 è 2, à äåëèò ýòîò îòðåçîê òàê, 
÷òî  âûïîëíÿåòñÿ  «ïðàâèëî  ðû÷àãà»: 

  m V m V1 1 2 2 .=  
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó-

÷àå êèíåìàòè÷åñêàÿ äèàãðàììà ïðå-
âðàùàåòñÿ â ðàâíîáî÷íóþ òðàïåöèþ 
(ðèñ. 14). 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá óïðóãîì 
ðàññåÿíèè ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö. Â 
ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé ñêîðîñòè 
÷àñòèö äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ ðàñïî-
ëîæåíû â âåðøèíàõ ðàâíîáî÷íîé 
òðàïåöèè (ñì. ðèñ. 14). Äèàãîíàëè 
òðàïåöèè äåëÿò äðóã äðóãà òàê, ÷òî 
îòíîøåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñîâ 
îòðåçêîâ 1Ñ è 2Ñ ðàâíî îòíîøåíèþ 

2 1.. /m m  ìàññ ÷àñòèö: 

V
�

2V
�О

1V
�

1�

1

2

2�
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2

1

sh(1 )
.

sh(2 )

mC

C m
=  

×åòûðå âåðøèíû è öåíòð òðà-
ïåöèè ñîîòâåòñòâóþò îäíîé èç ïÿòè 
ñèñòåì êîîðäèíàò: ÷åòûðå ñèñòåìû 
ïîêîÿ ÷àñòèö è ñèñòåìà öåíòðà 
èíåðöèè. 

Ðèñ. 14. Êèíåìàòè÷åñêàÿ äèà-
ãðàììà äâóõ óïðóãèõ øàðîâ ñ ðàç-
ëè÷íûìè ìàññàìè 

Îïóñòèì èç öåíòðà Ñ ïåðïåíäè-
êóëÿð íà ñòîðîíó (11 )′  (ðèñ 15). Â 
ñèñòåìå 1, òî åñòü â ñèñòåìå, ãäå ÷à-
ñòèöà 1 äî ñòîëêíîâåíèÿ ïîêîèëàñü, 
óãîë ðàññåÿíèÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò 
íàïðàâëåíèÿ ïàäàþùåé ÷àñòèöû 2, òî 
åñòü óãîë (212 ),′  ðàâíûé 2,α  åñòü

óãîë ðàññåÿíèÿ; óãîë (211 ),′  ðàâíûé

1,α  åñòü óãîë îòäà÷è â ýòîé ñèñòåìå.
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé 

th( ) th( ) cos ,b k c k A=

Ðèñ. 15. Óãëû ðàññåèâàíèÿ è îò-
äà÷è íà êèíåìàòè÷åñêîé äèàãðàììå 

ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 15). Ïîëàãàÿk 1,=  
èìååì: 

1th11 /2 th1 cos .C α′ =
Âñïîìíèì äàëåå èçâåñòíûå ñîîòíî- 

 
 

øåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè: 

2 2 2

2
2

2

1
ch ;

1

sh .
( )

E

mc V c

p

mc

ϕ

ϕ

= =
−

=
 (12)   

   Çäåñü Å − ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, ò − å¸ 
ìàññà, V −    ñêîðîñòü, ϕ  −      íååâêëèäîâà 

äëèíà,   ð   −   àáñîëþòíàÿ   âåëè÷èíà 
èìïóëüñà ÷àñòèöû. 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî 

...
1 ch

th , .......... 13).(
1 ch

x x

2 x

−=
+

åñëè  õ  >  0.  Â  ñèëó  (12)  âåëè÷èíà

 

2
1 ch(11 )m c ′

 

åñòü ýíåðãèÿ îòäà÷è ïåð-
âîé ÷àñòèöû â ñèñòåìå, ãäå ïåðâàÿ 
÷àñòèöà ïîêîèòñÿ. Âåëè÷èíà ñth(1C) 
åñòü îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû 
1 â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè. Èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó (13), íàõîäèì: 

2
11 1

12
1 1

cos .Cvm c E

cm c E
α− =

+
 

Ñ ïîìîùüþ òðàïåöèè (ðèñ. 15) 
ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèå ñîîòíî-
øåíèÿ. Ïîëó÷èì, íàïðèìåð, ñîîòíî-

øåíèå ìåæäó ýíåðãèåé Å0 ÷àñòèöû â 
ñèñòåìå    öåíòðà    èíåðöèè    è    Å − 
ýíåðãèåé â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå 
(ñèñòåìå   1).     Çàïèøåì     ch(12) =  

ch((1 ) ( 2)).C C= + Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è 
ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (12), íàõîäèì 

m c E E E c p p2 2
1 2 01 02 01 02 .= +   (14) 

Çäåñü íóëåâûì èíäåêñîì îòìå-
÷åíû âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñè-
ñòåìå öåíòðà èíåðöèè. Åñëè 1m =

2 ,m m= = òî âìåñòî (14) èìååì:

 mc E E c p2 2 2 2
2 0 0 .= +  

........
2 2 2 2 4

0 0Ïîñêîëüêó ,c p E m c= −
   
ïîëó-

÷àåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó:
2 2

2
0

( )

2

E mc mc
E

+=  

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òðè-
ãîíîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì 
ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ðåëÿòè-
âèñòñêîé ìåõàíèêè. 

C

11

2

m > m12

2

C

�
�

11

1

2

2

m >m12

2

.
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Çàêëþ÷åíèå 
Óáåæäàòü ñîâðåìåííîãî ÷èòàòåëÿ 

â ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíîâ ðåëÿòè-
âèñòñêîé ìåõàíèêè íåò íåîáõîäèìî-
ñòè. Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàáî÷èì èíñòðóìåíòîì ôè-
çèêè è òåõíèêè âûñîêèõ ýíåðãèé. Ìû 
õîòåëè, îäíàêî, îáðàòèòü âíèìàíèå íà 
òî, ÷òî ïðèìåíÿÿ àïïàðàò ðåëÿòè-
âèñòñêîé ìåõàíèêè, ìû èìååì äåëî ïî 
ñóùåñòâó ñ ãåîìåòðèåé Ëîáà÷åâñêîãî. 
Ïîíèìàíèå ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà íå 
òîëüêî ïðèíîñèò îùóùåíèå ãàðìîíèè 
è êðàñîòû îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà, íî 
è äà¸ò âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîãî 
ïðèìåíåíèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 
ê ðàñ÷¸òó ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ. 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâåííî, 
÷òî ðàçðàáàòûâàÿ íååâêëèäîâó ãåî-
ìåòðèþ, Ëîáà÷åâñêèé èñïîëüçîâàë 
ôèçè÷åñêèé ñòèëü ìûøëåíèÿ. Îí 
ïîëàãàë ãåîìåòðèþ ýìïèðè÷åñêîé 
íàóêîé. Òàêîé ïîäõîä î÷åíü áëèçîê ê 
ìåòîäîëîãèè Ýéíøòåéíà, èñïîëü-
çóåìîé, â ÷àñòíîñòè, â åãî êëàññè-
÷åñêîé ðàáîòå «Ê ýëåêòðîäèíàìèêå 
äâèæóùèõñÿ òåë» (1905 ã.) (ñì. [2], 
ñòàòüÿ 1). Âîò öèòàòà èç ýòîé ðàáîòû: 
«Ðàçðàáàòûâàåìàÿ òåîðèÿ îñíîâû-
âàåòñÿ, êàê è âñÿêàÿ äðóãàÿ ýëåê-
òðîäèíàìèêà, íà êèíåìàòèêå òâ¸ð-
äîãî òåëà, òàê êàê ñóæäåíèÿ âñÿêîé 
òåîðèè êàñàþòñÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó 
òâ¸ðäûìè òåëàìè (êîîðäèíàòíûìè 
ñèñòåìàìè), ÷àñàìè è ýëåêòðîìàã-
íèòíûìè ïðîöåññàìè. Íåäîñòàòî÷íîå 
ïîíèìàíèå ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì òåõ òðóäíîñòåé, ïðå-
îäîëåâàòü êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ òå-
ïåðü ýëåêòðîäèíàìèêå äâèæóùèõñÿ 
òåë». 

Ñâî¸ ãëóáîêîå ïîíèìàíèå ñîîò-
íîøåíèÿ ãåîìåòðèè è ðåàëüíîñòè 

Ýéíøòåéí âûðàçèë â ðàáîòå «Ãåî-
ìåòðèÿ è îïûò» (1921 ã.) (ñì. [3], 
ñòàòüÿ 6). Îí ïèøåò: 

«Òâ¸ðäûå òåëà âåäóò ñåáÿ â 
ñìûñëå ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé 
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êàê òåëà 
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè òð¸õ èçìåðå-
íèé; òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû åâ-
êëèäîâîé ãåîìåòðèè ñîäåðæàò â ñåáå 
óòâåðæäåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîâå-
äåíèå ïðàêòè÷åñêè òâ¸ðäûõ òåë. 

Äîïîëíåííàÿ òàêèì óòâåðæäåíè-
åì ãåîìåòðèÿ ñòàíîâèòñÿ, î÷åâèäíî, 
åñòåñòâåííîé íàóêîé; ìû ìîæåì 
ðàññìàòðèâàòü å¸ ôàêòè÷åñêè êàê 
ñàìóþ äðåâíþþ âåòâü ôèçèêè. Å¸ 
óòâåðæäåíèÿ ïîêîÿòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì îáðàçîì íà âûâîäàõ èç îïûòà, à 
íå òîëüêî íà ëîãè÷åñêèõ çàêëþ÷å-
íèÿõ. Áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü 
äîïîëíåííóþ òàêèì îáðàçîì ãåî-
ìåòðèþ «ïðàêòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé» â 
îòëè÷èå îò «÷èñòî àêñèîìàòè÷åñêîé 
ãåîìåòðèè». Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ 
ëè ïðàêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ åâêëè-
äîâîé èëè íåò, ïðèîáðåòàåò ñîâåð-
øåííî ÿñíûé ñìûñë: îòâåò íà íåãî 
ìîæåò äàòü òîëüêî îïûò. Âñÿêîå èç-
ìåðåíèå äëèíû â ôèçèêå òî÷íî òàê 
æå, êàê ãåîäåçè÷åñêèå èëè àñòðîíî-
ìè÷åñêèå èçìåðåíèÿ, â ýòîì ñìûñëå 
ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò ïðàêòè÷åñêîé 
ãåîìåòðèè, åñëè ïðè ýòîì èñõîäèòü èç 
òîãî îïûòíîãî çàêîíà, ÷òî ñâåò ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ïðÿìîé ëèíèè, è 
èìåííî ïî ïðÿìîé â ñìûñëå ïðàêòè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè. 

Òàêîìó ïîíèìàíèþ ãåîìåòðèè ÿ 
ïðèäàþ îñîáîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó 
áåç íåãî ÿ íå ñìîã áû óñòàíîâèòü 
òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè…».
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