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Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè  
â çàäà÷àõ ÅÃÝ óðîâíÿ Ñ6 

 

Â ñòàòüå íà èëëþñòðàòèâíîì ìàòåðèàëå, ïî÷åðïíóòîì èç çàäà-
íèé ÅÃÝ, äèàãíîñòè÷åñêèõ è òðåíèðîâî÷íûõ ðàáîò, îëèìïèàä, äå-
ìîíñòðèðóþòñÿ ïðè¸ìû ðåøåíèÿ çàäà÷ óðîâíÿ Ñ6 íà ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ïðîãðåññèè. 

 

Ñ 2010 ãîäà âàðèàíò ÅÃÝ ïî ìà-
òåìàòèêå ñîäåðæèò çàäàíèÿ Ñ6, êî-
òîðûå áëèçêè ê îëèìïèàäíûì çàäà-
÷àì. Â çàäà÷àõ ýòîãî óðîâíÿ âûäå-
ëèì çàäà÷è íà ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ 
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êàê èññëåäîâàíèå 
ñâîéñòâ ïðîãðåññèè (íàïðèìåð, ôîð-
ìóëà ñóììû å¸ ÷ëåíîâ), òàê è èõ 
ñî÷åòàíèå ñ îëèìïèàäíûìè èäåÿìè 
(íàïðèìåð, äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë). 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íàì ïîòðå-
áóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è 
ôîðìóëû. 

 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ  
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ,nb

ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîé îòëè÷åí îò 
íóëÿ, à êàæäûé ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñî 
âòîðîãî, ðàâåí ïðåäûäóùåìó, óìíî-
æåííîìó íà îäíî è òî æå ÷èñëî q, íå 
ðàâíîå íóëþ: 1 ,n nb b q  1 0,b  

0,q  .n  

 ×èñëî q  íàçûâàþò çíàìåíà-
òåëåì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, 
÷èñëî 1b  

 ïåðâûì ÷ëåíîì, à nb   

n-ì ÷ëåíîì (èëè îáùèì ÷ëåíîì).  
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 Ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 
íàçûâàþò âîçðàñòàþùåé, åñëè 

1n nb b  ïðè âñåõ ;n  óáûâàþ-
ùåé, åñëè 1n nb b  ïðè âñåõ ;n

ïîñòîÿííîé, åñëè 1n nb b  ïðè
âñåõ .n  

 Ôîðìóëà n-ãî (îáùåãî) ÷ëåíà 
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 

1
1 ;n

nb b q
è â îáùåì âèäå 

,n m
n mb b q , .n m  

 Ôîðìóëà çíàìåíàòåëÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 

1 ;n

n

b
q

b
 

è â îáùåì âèäå 

.n m n

m

b
q

b
 

 Êàæäûé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé 
ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, âîç-
âåä¸ííûé â êâàäðàò, ðàâåí ïðîèçâå-
äåíèþ ïðåäøåñòâóþùåãî è ïîñëå-
äóþùåãî ÷ëåíîâ, òî åñòü 

2
1 1n n nb b b

(õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî 
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè); 
è â îáùåì âèäå  

2 ,n n k n kb b b
 
1 1,k n

,  ,n k
 Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k, l, 

m, n èìååò ìåñòî ôîðìóëà 
,k l m nb b b b

åñëè  
.k l m n

 Ôîðìóëû ñóììû n ïåðâûõ 
÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 

1

1
n

n
b q b

S
q

  è  
1 1

1

n

n

b q
S

q
. 

 Ôîðìóëà ñóììû áåñêîíå÷íî 
óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè (0 | | 1):q  

1 .
1
b

S
q

Çäåñü ìû ïðèâåëè ðàñøèðåííûé 
ñïèñîê ôîðìóë, íåîáõîäèìûé äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷ îëèìïèàäíîãî óðîâíÿ.  

Îáùèé ÷ëåí ïðîãðåññèè 

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷, â 
êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷å-
íèÿ íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè èëè 
îòâåòèòü íà âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè 
èõ ê îïðåäåë¸ííîìó òèïó ÷èñåë (öå-
ëûå, íàòóðàëüíûå) ïðè óñëîâèè, ÷òî 
íå çàäàíû ÿâíî çíà÷åíèÿ 1, ,b q n  
(ïåðâîãî ÷ëåíà, çíàìåíàòåëÿ è íîìåðà 
÷ëåíà), à â ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ 
ôîðìóëà îáùåãî ÷ëåíà.  

Ê çàäà÷àì ýòîãî òèïà ìîæíî òàê-
æå îòíåñòè òå, â êîòîðûõ ÷ëåíû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàíû ðåêóððåíò-
íî, íî â õîäå ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ 
âîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë 
äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. 

Ïðèìåð 1. Èçâåñòíî, ÷òî ïåð-
âûé, äåñÿòûé è ñîòûé ÷ëåíû 
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ÿâ-
ëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëà-
ìè. Âåðíî ëè, ÷òî 99-é ÷ëåí 

ýòîé ïðîãðåññèè òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì?  

Ðåøåíèå. Åñëè çíàìåíàòåëü ïðî-
ãðåññèè  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî 

98
99 1b b q  ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì 

÷èñëîì. 
Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå óòâåð-

æäåíèå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ðàñ-
ñìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ, ó êîòîðîé  

1 1b , 
1
92 ,q

òîãäà 
1

92 .
n

nb  

Ïîëó÷àåì, ÷òî 10 2,b 11
100 2 ,b  íî

98
9

99 2b  íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì 
÷èñëîì. 

Îòâåò. Â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî. 

Ìàòåìàòèêà



2525

Ïðèìåð 2. («Ëîìîíîñîâ-2010») 
×èñëà 54 è 128 ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíà-
ìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. 
Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòü-
ñÿ â ýòîé ïðîãðåññèè. 

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 354 2 3

è 7128 2 .  Çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè
1q , òàê êàê 54 128.  
Èñêëþ÷èì çíàìåíàòåëü q  èç 

äâóõ ðàâåíñòâ 
7 3

3

128 2 2 3 ,
, , 0.

2 3 ,

n

m

q
m n n

N q

6

3

3

2
,

3

.
2 3

n

m

q

N
q

Òîãäà 

6

3

3

2
,

3

.
2 3

m
m n

n
m n

q

N
q

6

3 3
2

;
2 3 3

mn
N

 

6 3 32 3 ;n m n n mN
6 3 3

2 3 .
m n n m

n nN
Ïóñòü  

6
,

m n
x

n

3 3
.

n m
y

n
 

6 ,
, , 0, 0,

3 3 ,

m n xn
x y x y

n m yn

6 , 7
.

2 6 6 2

xn m n x
y

yn n m
 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x  äîëæíî 
áûòü öåëûì è íå÷¸òíûì, 7.x  Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ 1, 3, 5, 7 äëÿ x , 
ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ 54, 72, 96, 128 äëÿ 
N  ñîîòâåòñòâåííî. 

Îòâåò: 54, 72, 96, 128. 

Ïðèìåð 3. (Ìîñêîâñêàÿ ìåæâó-
çîâñêàÿ îëèìïèàäà, 2009) Ïóñòü 

( ) 2
3
x

f x . Íàéäèòå çíà÷åíèå 

ôóíêöèè 
2009 ðàç

( ( ( )) )f f f x  â òî÷êå

4x . 
Ðåøåíèå. Óñòàíîâèì âèä ôóíê-

öèè 
ðàç

( ( ( )) )
n

f f f x  äëÿ ïåðâûõ òð¸õ

íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé n. 

Ïðè 1:n  ( ) 2 .
3
x

f x

Ïðè 2:n  

2

2 23( ( )) 2 2 .
3 3 3

x
x

f f x  

Ïðè 3:n  

( ( ( )))f f f x
2 3

2 2
2 .

3 3 3

x
 

Âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî 

ðàç

2 1

( ( ( )) )

2 2 2
2 .

3 3 3 3

n

n n

f f f x

x

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ìåòî-
äîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. 

Ïðè 1,n  ñîãëàñíî óñëîâèþ çà-
äà÷è:  

( ) 2
3
x

f x . 

Óòâåðæäåíèå èñòèííî. 

Ìàòåìàòèêà
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Ïóñòü ïðè n k  óòâåðæäåíèå 
èñòèííî, è ôóíêöèÿ èìååò âèä 

ðàç

2 1

( ( ( )) )

2 2 2
2 .

3 3 3 3

k

k k

f f f x

x
 

Äîêàæåì, ÷òî ïðè 1n k  

( 1) ðàç

2 1

( ( ( )) )

2 2 2
2 .

3 3 3 3

k

k k

f f f x

x

Äåéñòâèòåëüíî,

( 1) ðàç ðàç

( ( ( )) ) ( ( ( )) )
k k

f f f x f f f f x

2 1
2 2 2

2
3 3 3 32

3

k k
x

2 1
2 2 2

2
3 3 3 3k k

x
 

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 2009:n  

2009 ðàç

( ( ( )) )f f f x

2 2008 2009
2 2 2

2
3 3 3 3

x

2009

2009

1
1

32 ,
1 31
3

x
 

èëè 

2009
2009 ðàç

3
( ( ( )) ) 3 .

3

x
f f f x

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ñîîòíî-
øåíèå 4x , ïîëó÷èì îòâåò: 

2009
2009 ðàç

1
( ( (4)) ) 3

3
f f f . 

Îòâåò. 20093 3 .

Çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè 

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ñîñòîÿùóþ èç 
öåëûõ ÷èñåë, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïî-
ëåçíûìè ñëåäóþùèå ôàêòû.  

1. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
ñîñòîÿùåé èç öåëûõ ÷èñåë, çíàìåíà-
òåëü q  ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì 
÷èñëîì. 

Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû 

1 .k kb b q
Îòñþäà  

1

k

k

b
q

b
  

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïîñêîëüêó 

1,k kb b   öåëûå ÷èñëà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, çíàìåíàòåëü q  ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè 
m

q
n

, ãäå m , .n  

2. Â êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè 1 2, , , kb b b  ñî çíàìåíà-

òåëåì 
m

q
n

, ãäå äðîáü 
m

n
 íåñîêðà-

òèìà, èç òîãî, ÷òî 
1

1
1 1 1

,
k

k
k k

m
b b q b

n
 

ñëåäóåò, ÷òî 1b  äåëèòñÿ íà 1kn , òî
åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî 

a , ÷òî 1
1

kb a n . Òîãäà âñå ÷ëåíû 
ïðîãðåññèè èìåþò âèä 

 . 

Ìàòåìàòèêà
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1
1 ,kb a n  2

2 1 ,km
b b a n m

n
 

…, 
2

2
1 1 2

,
k

k
k k

m
b b a n m

n
 

1
1

1 1
.

k
k

k k
m

b b a m
n

3. Â áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ñîñòîÿùåé èç íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëü ÿâëÿåòñÿ 
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.  

Ïðèìåð 4. (Ìåõìàò ÌÃÓ, 2003) 
Ïåðâûé ÷ëåí êîíå÷íîé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ öåëî÷èñ-
ëåííûì çíàìåíàòåëåì ìåíüøå 
ïîñëåäíåãî, íî íå áîëåå ÷åì íà 17, 
à ñóììà å¸ ÷ëåíîâ ñî âòîðîãî ïî 
ïîñëåäíèé íå ìåíüøå 26. Íàéäè-
òå çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü 1
1 ,k

kb b q  

1,2, ..., ,k n   äàííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ 
ïðîãðåññèÿ. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è (ïåð-
âûé ÷ëåí ìåíüøå ïîñëåäíåãî) ñëåäó-
åò, ÷òî 1q . Èç íåðàâåíñòâ 

10 17nb b
è  

2 3 ... 26nb b b
ñëåäóåò, ÷òî  

1
10 ( 1) 17nb q

è 

11 1 26.
1

nb q
q

q
Îòñþäà ïîëó÷àåì  

0,
1

q

q
 

1
1

17
26 1

1 1
nq q

b q
q q

è îöåíêó 
17

26.
1
q

q
 

Òîãäà 2q . 
Îòâåò. 2. 
Ïðèìåð 5. Èìåþòñÿ 100 áåñ-

êîíå÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ãðåññèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñî-

ñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. 
Âñåãäà ëè ìîæíî óêàçàòü íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå ñî-
äåðæèòñÿ íè â îäíîé èç ýòèõ 
ïðîãðåññèé? 

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî çíàìå-
íàòåëü êàæäîé ïðîãðåññèè  íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 
q   çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè 1b , 2b ,

3,b  ... , ãäå âñå ib  íàòóðàëüíûå

÷èñëà. Òîãäà 2

1

b
q

b
  ÷èñëî ðàöèî-

íàëüíîå. Ïóñòü q   íå öåëîå, òî åñòü 

k
q

m
, ãäå ÷èñëà k  è m   âçàèìíî

ïðîñòûå è 1.m  Òîãäà ìîæíî 
íàéòè òàêóþ ñòåïåíü ,t  ÷òî 1b  íå 

äåëèòñÿ íà .tm  Â òàêîì ñëó÷àå ÷èñ-
ëî  

1 1

t

t t
k

b b
m

íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ýòî ïðîòèâîðå-
÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî q   íàòóðàëüíîå 
÷èñëî. Òîãäà â êàæäîé áåñêîíå÷íîé 
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñîñòîÿ-
ùåé èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìîæåò 
áûòü íå áîëåå îäíîãî ÷ëåíà, ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì ( 1b  èëè 2b ). 

Òàêèì îáðàçîì, 100 ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîãðåññèé ìîãóò ïîêðûòü íå 
áîëåå 100 ïðîñòûõ ÷èñåë èç íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà. Ïîñêîëüêó ïðîñòûõ 
÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî, êàêîå-òî 
ïðîñòîå ÷èñëî íå ïðèíàäëåæèò íè 
îäíîé èç ïðîãðåññèé. 

Îòâåò. Âñåãäà. 
Ïðèìåð 6. (Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ îëèìïèàäà, 1985  1986 ãã., 
9 êëàññ) Öåëûå ÷èñëà a, b, c îáðà-
çóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ. Ìîæåò ëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà 
â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 

3 3 3 3N a b c abc
áûòü ðàâíîé 0, à ïðåäïîñëåäíÿÿ 
öèôðà ïðè ýòîì áûòü ðàâíîé 2? 

Ìàòåìàòèêà
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì ÷ëåíû ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:  

,a  ,b aq  2,c aq

ãäå 
b

q
a

 ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. 

Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü 
äðîáè íà ( ; )a b , ïîëó÷èì äðîáü 

,
m

q
n

 

ãäå ,m  n   âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå 
÷èñëà. Ïîëó÷àåì 

,
m

b a
n

 
2

2
.

m
c a

n
 

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà  
2 2,a m cn

òî åñòü a  äåëèòñÿ íà 2.n  Òîãäà
2,a kn

ãäå ,k

2 ,
m

b kn kmn
n

 

2
2 2

2
.

m
c kn km

n
Çíà÷èò,  

2 3 3 2 3( ) ( ) ( )N kn kmn km
2 2 3kn kmn km 3 3 3 2( ) .k n m

Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî N  îêàí÷è-
âàåòñÿ íà 20, òîãäà ÷èñëî N  äåëèòñÿ 
íà 5. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë 

k  èëè 3 3n m  äåëèòñÿ íà 5. Â òàêîì

ñëó÷àå ÷èñëî 3 3 3 2( )k n m  áóäåò äå-
ëèòüñÿ íà 25. Òàê êàê ÷èñëî, äåëÿùå-
åñÿ íà 25, ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ïàðà-
ìè öèôð 00, 25, 50, 75, òî ÷èñëî N  íå 
ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ öèôðàìè 20.  

Îòâåò. Íåò. 

Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè 
Îòäåëüíóþ ãðóïïó îáðàçóþò çà-

äà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îòâåòèòü 
íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè â óêà-
çàííûõ ãðàíèöàõ çàäàííîãî ÷èñëà 
÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ îïðåäåë¸ííûì óñëîâèÿì. 

Ïðèìåð 7. (ÌÈÎÎ, 2011) Ìîæíî 
ëè ïðèâåñòè ïðèìåð ïÿòè ðàç-
ëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, 
ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 
1344 è à) òðè; á) ÷åòûðå;  
â) ïÿòü èç íèõ îáðàçóþò ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ? 

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ÷èñëî 1344 
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 

61344 2 3 7 .
à) Ïåðâîìó óñëîâèþ óäîâëåòâî-

ðÿþò ÷èñëà 3, 7, 2, 4, 8, èç êîòîðûõ 
òðè ïîñëåäíèõ îáðàçóþò ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.  

á) Âòîðîìó óñëîâèþ óäîâëåòâî-
ðÿþò ÷èñëà 1, 2, 4, 8, 21, èç êîòîðûõ 
ïåðâûå ÷åòûðå îáðàçóþò ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. 

â) Ïóñòü òàêæå 

1 2 3 4 51344 ,n n n n n

ãäå 1 2 3 4 5, , , ,n n n n n   ðàçëè÷íûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îáðàçóþùèå â 
óêàçàííîì ïîðÿäêå ãåîìåòðè÷åñêóþ 
ïðîãðåññèþ. Ïóñòü q   çíàìåíàòåëü 
ýòîé ïðîãðåññèè. Òîãäà 

2 1 ,n n q 2
3 1 ,n n q

3
4 1 ,n n q 4

5 1n n q .

Ïåðåìíîæèâ ÷èñëà, ïîëó÷èì 
5 10

1 1344.n q

Çàìåòèì, ÷òî q   ðàöèîíàëüíîå 

÷èñëî (èíà÷å ÷èñëî 2 1n n q  íå
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áóäåò íàòóðàëüíûì). Ïóñòü 
k

q
m

, 

ãäå ÷èñëà ,k m  è âçàèìíî ïðî-
ñòû. Òîãäà èç ðàâåíñòâà 

10
5

1 10
1344

k
n

m
 

ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 
5

1
10

n

m
 ïÿòàÿ 

ñòåïåíü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 1
2

n
a

m
, 

è ÷èñëî 1344 äåëèòñÿ íà 5a  è 10k .
Õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë îòëè÷íî 
îò åäèíèöû. Íî ðàçëîæåíèå ÷èñëà 
1344 íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëåé ñòå-
ïåíè áîëüøå 6. Ïðîòèâîðå÷èå. 

Îòâåò. à) Äà; á) äà; â) íåò. 
Ïðèìåð 8. (ÌÈÎÎ, 2011) Âñå 

÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè  ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå 
÷èñëà, çàêëþ÷¸ííûå ìåæäó ÷èñ-
ëàìè 210 è 350.  

à) Ìîæåò ëè òàêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ ñîñòîÿòü èç ÷åòûð¸õ ÷ëå-
íîâ? 

á) Ìîæåò ëè òàêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ ñîñòîÿòü èç ïÿòè ÷ëåíîâ? 

Ðåøåíèå. à) Ïðèâåä¸ì ïðèìåð 
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èç ÷åòû-
ð¸õ ÷ëåíîâ: âçÿâ  

3
1 216 6b  è 

7
6

q , 

ïîëó÷èì  

2 6 6 7 252b , 3 6 7 7 294b
è  

4 7 7 7 343b .
á) Äîêàæåì, ÷òî ïðîãðåññèè èç 

ïÿòè ÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùåé 
óñëîâèþ çàäà÷è, íå ñóùåñòâóåò. 

Ïðåäïîëîæèì, òàêàÿ âîçðàñòàþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü, è 
ïóñòü å¸ ïåðâûé ÷ëåí åñòü 1b  è çíà-

ìåíàòåëü 
m

q
k

, ãäå m  è k  âçà-

èìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. 
Òîãäà ïðîãðåññèÿ èìååò âèä 

4
1 1 1210 ... 350.b b q b q

Òàê êàê 

4 41
1 4

,
b

b q m
k

m  è k   âçàèìíî ïðîñòû, òî 1b  äå-

ëèòñÿ íà 4,k  à çíà÷èò, 4 350,m
îòêóäà 4.m  Èìååì 1,q  ,k m  

íî k   íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó 
1 3.k m  Îòñþäà  

1 1 4
1 1 .

1 1 3 3
m m

q
k m m

 

Ïîýòîìó  
4

4
1 1 4

4 256
210 350,

813
b q b  

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ çàäà÷è.  
Îòâåò. à) Äà; á) íåò. 
Ïðèìåð 9. (Ñîðîñîâñêàÿ îëèìïè-

àäà, 1996/1997) Ïðè êàêîì íàè-
áîëüøåì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè 
n  íàéä¸òñÿ n  ñåìèçíà÷íûõ ÷è-
ñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè ÷ëåíàìè îäíîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè? 

Ðåøåíèå. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, 
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà 1 2, , , nb b b
îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Òàê êàê âñå 
÷ëåíû ïðîãðåññèè  öåëûå ÷èñëà, òî 
å¸ çíàìåíàòåëü q   ÷èñëî ðàöèî-
íàëüíîå, òî åñòü 

 1
m

q
p

, , ,m p  è 
m

p
 

íåñîêðàòèìàÿ äðîáü. 
Ïðèâåä¸ì ïðèìåð ïðîãðåññèè ñ 

11 ÷ëåíàìè. Âîçüìåì 
5
4

q , à 

ïåðâûé ÷ëåí 
10 6

1 4 1048576 10 .b
Òîãäà  

9
2 4 5b , 8 2

3 4 5b , …,
10 7

11 5 9765625 10 .b
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òðå-

áóåìàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ 
12 ÷ëåíàìè, òîãäà  
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11

12 1 11
m

b b
p

, 

1b  äåëèòñÿ íà 11p  è 11
12b m . Åñëè

5m , òî ïîëó÷èì 
11 7

12 5 10 .b
Çíà÷èò, 4m  è íàèìåíüøåå 

çíà÷åíèå 
4

.
3

q  Ïîëó÷àåì 

11
7

12 1 1
4

10 10 ,
3

b b b  

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. 
Îòâåò. 11. 

Ñóììèðîâàíèå ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè 

Ðàññìîòðèì íàáîð çàäà÷ îëèì-
ïèàäíîãî õàðàêòåðà, ïðè ðåøåíèè 
êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû 
ñóììû ïåðâûõ n  ÷ëåíîâ êîíå÷íîé 
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èëè âñåõ 
÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. 

Ïðèìåð 10. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé 
ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí 1, à êàæäûé 
ïîñëåäóþùèé â äâà ðàçà ìåíüøå 
ïðåäûäóùåãî. Ìîæíî ëè èç äàí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûäå-
ëèòü áåñêîíå÷íóþ ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ïðîãðåññèþ, ñóììà ÷ëåíîâ 

êîòîðîé ðàâíà 1
7

? 

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 
1
7

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: 

3
3

1 1 1 1 1
2

17 8 1 8 1 21
8

. 

Åñëè ìû ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî 
óáûâàþùóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåðâûì 

÷ëåíîì 3
1 2b  è çíàìåíàòåëåì 

32q , òî å¸ ñóììà êàê ðàç è áóäåò

ðàâíà 3
1 3

1 1
2

1 1 2
S b

q
. 

Ñîîòâåòñòâåííî, å¸ ÷ëåíû áóäóò 
çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé 

1 3 3 1 3
1 2 (2 ) 2 .k k k

kb b q  
Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷ëåíû ýòîé 

ïðîãðåññèè âõîäÿò â äàííûé â óñëî-
âèè çàäà÷è íàáîð ÷èñåë. 

Îòâåò. 32 k
kb , .k

Ïðèìåð 11. Íàéäèòå âñå öåëûå 
çíà÷åíèÿ m  è k  òàêèå, ÷òî  

2 33 3 3 ... 3 2010.m m m km

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî óñëîâèþ çà-
äà÷è .k  

1. Åñëè 0,m  òî êàæäîå ñëàãàå-
ìîå â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà 
ðàâíî 1. Òîãäà äàííîå ðàâåíñòâî 
âîçìîæíî òîëüêî ïðè 2010.k  

2. Åñëè  1,m  òî ëåâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ñóììû 
êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 

ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 13  è çíàìåíàòå-

ëåì 13 ,  êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìåíüøå ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâàþ-
ùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ 
òåìè æå ïåðâûì ÷ëåíîì è çíàìåíà-
òåëåì: 

2 1 2

1 2

3 3 ... 3 3 3 ...

... 3 3 3 ...

m m km

k

1
1

1
3 1

... 3 3 ... .
21 3

k k  
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè  1m  
óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. 

3. Åñëè 1,m  òî ïî ôîðìóëå
ñóììû êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé 

ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 3m  è

çíàìåíàòåëåì 3m  ïîëó÷àåì:

2 3 1
3 3 ... 3 3 .

3 1

km
m m km m

m

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæå-
íèå äëÿ ñóììû â óðàâíåíèå, èìååì: 

3 1
3 2010

3 1

km
m

m

3 (3 1) 2010 (3 1)m km m

3 (3 1) 3 670 (3 1).m km m

Òàê êàê ÷èñëà 670, 3 1m  è

3 1km  íà 3 íå äåëÿòñÿ, òî ðàâåí-
ñòâî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè 1m  è 

3 1 670 2.k  Îäíàêî èç ïîñëåäíåãî 

ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì 3 1341,k  ÷òî 

íåâîçìîæíî íè ïðè êàêîì íàòóðàëü-
íîì çíà÷åíèè ,k  òàê êàê 

6 7729 3 1341 3 2187.
Îòâåò. 0,m  2010.k  

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 

1. Ìîãóò ëè ÷èñëà 2, 3, 5 áûòü
÷ëåíàìè (íå îáÿçàòåëüíî ñîñåäíèìè) 
îäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè? 

2. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë { , , }a b c  òàêèå, ÷òî ÷èñëà 
,a  b  è c  îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ 

ïðîãðåññèþ è 111.a b c  
3. (ÌÃÓ, ÂÌÊ, 1994) Íàéäèòå

( (6))

n

f f f , ãäå ( ) 4.
5
x

f x  

4. (Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
îëèìïèàäà 1994  1995 ãã., 11 êëàññ) 
Ìîãóò ëè ÷èñëà 1, 2, 3, …, 100 áûòü 
÷ëåíàìè äâåíàäöàòè ãåîìåòðè÷åñêèõ 
ïðîãðåññèé? 

5. Ìîæíî ëè èç ÷èñåë
1 1

, , ...,
2 4

 

1
, ...

2n
 âûáðàòü áåñêîíå÷íóþ ãåîìåò-

ðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ñóììà êîòî-

ðîé ðàâíà 
1
5

? 

6. (ÌÈÎÎ, 2011) Ìîæíî ëè ïðè-
âåñòè ïðèìåð ïÿòè ðàçëè÷íûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòî-
ðûõ ðàâíî 720 è à) ïÿòü, á) ÷åòûðå, 
â) òðè èç íèõ îáðàçóþò ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ïðîãðåññèþ? 

7. (ÌÈÎÎ, äåêàáðü 2011) Âñå
÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè   
ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, çà-
êëþ÷¸ííûå ìåæäó ÷èñëàìè 510 è 
740.  

à) Ìîæåò ëè òàêàÿ ïðîãðåññèÿ 
ñîñòîÿòü èç ÷åòûð¸õ ÷ëåíîâ?  

á) Ìîæåò ëè òàêàÿ ïðîãðåññèÿ 
ñîñòîÿòü èç ïÿòè ÷ëåíîâ? 

8. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
÷ëåíîâ ìîæåò èìåòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ 
ïðîãðåññèÿ, âñå ÷ëåíû êîòîðîé  
ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 
áîëüøèå 250 è ìåíüøèå 630? 

9. (ÌÈÎÎ, 2012) Â âîçðàñòàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ 
÷èñåë êàæäûå òðè ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ÷ëåíà îáðàçóþò ëèáî àðèôìå-
òè÷åñêóþ, ëèáî ãåîìåòðè÷åñêóþ 
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ïðîãðåññèþ. Ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðàâåí 1, à ïîñëåäíèé 
2046. 

à) Ìîæåò ëè â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè áûòü òðè ÷ëåíà? 

á) Ìîæåò ëè â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè áûòü ÷åòûðå ÷ëåíà? 

â) Ìîæåò ëè â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè áûòü ìåíüøå 2046 ÷ëåíîâ? 

10. («Ëîìîíîñîâ  2010») ×èñëà
128 è 250 ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàéäèòå âñå 
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîãóò 
âñòðåòèòüñÿ â ýòîé ïðîãðåññèè. 

11. Íàéäèòå âñå öåëûå çíà÷åíèÿ
m  è k  òàêèå, ÷òî 

2 32 2 2 ... 2 2046.m m m km  
Îòâåòû è óêàçàíèÿ 
1. Íåò.
Óêàçàíèå. Åñëè q   çíàìåíà-

òåëü ïðîãðåññèè, òî 3 2 nq  è

5 3 mq  äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëü-
íûõ n  è m . Èñêëþ÷àÿ q  èç ýòèõ 
äâóõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 

3 2 5m n m n . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî
óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â 
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.  

2. {1, 10, 100}, {100, 10, 1},  

{27, 36, 48},  {48, 36, 27},  {37, 37, 37}.

Óêàçàíèå. Ñì. ïðèìåð 6. 

3. 
1

5
5n

.  

Óêàçàíèå. Ñì. ïðèìåð 3. 
4. Íåò, íå ìîãóò.
5. Íåò.
Óêàçàíèå. Ïóñòü 

1
1

,
2m

b
1

2k
q

äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ m  è .k  
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììû áåñêî-
íå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé 
ïðîãðåññèè, ñîñòàâèì óðàâíåíèå  

1 1
15

2 1
2

m
k

. 

Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 

2 (2 1) 5m k k , êîòîðîå íå èìååò
ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. 

6. à) Íåò, á) íåò, â) äà.
Óêàçàíèå. Ñì. ïðèìåð 7. 
7. à) Äà; á) íåò.
Óêàçàíèå. Ñì. ïðèìåð 8. 
8. 5.  
Óêàçàíèå. Ñì. ïðèìåð 8. 
9. à) Íåò; á) íåò; â) äà.
Óêàçàíèå. Ñì. ïðèìåð 10. 
10. 128, 160, 200, 250.
Óêàçàíèå. Ñì. ïðèìåð 2.  
11. 0,m  2046k  èëè 1,m

10k . 
Óêàçàíèå. Ñì. ïðèìåð 11. 
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