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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà 
Â ñòàòüå ñîäåðæàòñÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ 

ñ ïðèâëå÷åíèåì ñîîáðàæåíèé ãåîìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Íåêîòî-
ðûå èç çàäà÷, êîíå÷íî, äîïóñêàþò è ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå ðåøåíèÿ, 
íî îíè, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíûì âû÷èñëåíèÿì.  

1. Íàéòè âñå âèäû öåëûõ ÷èñåë
(õ; ó), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå: 

2 2

2 2

3 8 18,

2 8 16 0.

x xy y

x y x y

Ðåøåíèå. Âûäåëèâ ïîëíûå êâàä-
ðàòû, çàïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå â
âèäå  

x y2 21 4 1.

Ýòî óðàâíåíèå çàäà¸ò îêðóæ-
íîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (ðèñ. 1) ñ 
öåíòðîì â òî÷êå (1; 4). Íà ýòîé 
îêðóæíîñòè åñòü âñåãî ÷åòûðå òî÷êè 
ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè:  

(0; 4), (2; 4), (1; 3), (1; 5). 

Ðèñ. 1 

Êîîðäèíàòû ïåðâûõ äâóõ èç ýòèõ 
òî÷åê íå óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó 
óðàâíåíèþ ñèñòåìû, ÷òî ëåãêî óñòà-
íîâèòü íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. 

Îòâåò. (1; 3), (1; 5). 
2. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ õ, äëÿ

êàæäîãî èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî 
2 2(2 ) ( 2 3) 3 0x a x x a x

 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ à 
èç ïðîìåæóòêà 3; 0 .

Ðåøåíèå. Âîçìîæíû íåñêîëüêî 
ïóòåé ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Âî-
ïåðâûõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàê 
íàçûâàåìûé ìåòîä ïàðàáîë (êàê ïðè 
ðåøåíèè çàäà÷ íà ðàñïîëîæåíèå êîð-
íåé êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà), ïðè÷¸ì 
ïî ëþáîé èç ïåðåìåííûõ. Íî ýòî 
ïðèâåä¸ò ê ðàññìîòðåíèþ íåñêîëü-
êèõ ñëó÷àåâ. 

Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â íàõîæ-
äåíèè ñíà÷àëà âñåõ òî÷åê (õ; à) â 
ïëîñêîñòè Îõà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ 
óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó íåðàâåí-
ñòâó. 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè à  õ ìíîãî-
÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â 
íóëü: 

(0; 4)�

(1; 3)�

(2; 4)�

(1; 5)�

(1; 4)�

1

Âàâèëîâ Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷
Ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòèêè øêîëû èìåíè 

À.Í. Êîëìîãîðîâà ÑÓÍÖ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. 
Çàñëóæåííûé ïðåïîäàâàòåëü è ëàóðåàò Ëîìîíîñîâñêîé 
ïðåìèè ÌÃÓ. Àâòîð 38 êíèã, áîëåå 30 ñòàòåé íàó÷íîãî, 

ìåòîäè÷åñêîãî è íàó÷íî-ïîïóëÿðíîãî õàðàêòåðà.
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2 2

2 3 3 2

(2 ) ( 2 3) 3

2 2 3 3 0.

x x x x x x

x x x x x x
Ïîýòîìó, ïðîèçâîäÿ «äåëåíèå 

óãîëêîì», ïîëó÷èì, ÷òî äàííîå íåðà-
âåíñòâî ìîæíî íàïèñàòü â âèäå 

( )((2 ) 3) 0.a x x a  
Ïðÿìàÿ à  õ è ãèïåðáîëà 
x a2 3 0  äåëÿò ïëîñêîñòü íà

øåñòü ÷àñòåé, íî òîëüêî òðè èç íèõ 
ñîñòîÿò èç òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòî-
ðûõ óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó íåðà-
âåíñòâó (ñì. ðèñ. 2); â ýòîì ìîæíî 
óáåäèòüñÿ, âûáðàâ ïî îäíîé òî÷êå â 
êàæäîé ÷àñòè. Èç ïîëó÷åííîãî ðè-
ñóíêà âèäíî, ÷òî èñêîìûì çíà÷åíè-
åì õ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî õ 1. 

Ðèñ. 2 

3. Íàéòè: à) íàèáîëüøåå çíà÷å-
íèå âûðàæåíèÿ 

x y y x y x2 2A( ; ) 1 16 ;

á) íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðà-
æåíèÿ  

2 2( ; ) ( 1) ( 3) .B x y x y x y

Ðåøåíèå. à) Ðàññìîòðèì âåêòîðû 

2 2; 16 , 1 ; .p y y q x x

Òîãäà p q4, 1  è 

( ; ) cos 4cos 4.A x y p q p q  

Òàê êàê (1; 0) 4,A  òî èñêîìîå
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî 4. 

á) Äëÿ òî÷êè ( ; )P P x y  âûðàæå-

íèå B x y( ; )  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíó
òð¸õçâåííîé ëîìàíîé NPMO (ðèñ. 3),

ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (1; 3)N  è 

(0; 0).O  Äåéñòâèòåëüíî,  

PM y MO x

PN x y2 2

, ,

( 1) ( 3) .

Ðèñ. 3 

Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó 
òî÷êàìè O è N ðàâíî  

ON 2 21 3 10.

Ïîýòîìó B x y( ; ) 10.  Íî (0;0) 10,B  
è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå íàèìåíü-

øåå çíà÷åíèå ðàâíî 10.
4. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå 
x y zcos cos cos  

ïðè óñëîâèè 
x y zsin sin sin 3 ?

Ðåøåíèå. Íà òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîì êðóãå ðàññìîòðèì òðè òî÷êè 

(cos ; sin ),A x x
(cos ; sin ),B y y  
(cos ; sin ).C z z  

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è êîíåö âåêòîðà 

OP OA OB OC  ðàñïîëîæåí â ñåã-
ìåíòå êðóãà ðàäèóñà 3 (ðèñ. 4). Ïåð-

âàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà OP  ðàâíà
x y zcos cos cos

è ïîòîìó ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò 
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå òîãäà, êîãäà 

.P D  Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî 

9 3 6.
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Ðèñ. 4 

5. Ñðåäè âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû
2 2

2 2

4,

9,

6

x y

z v

xv yz
íàéòè òàêèå, ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ âûðàæåíèå x z  ïðèíèìàåò 
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü p   âåêòîð ñ 

êîîðäèíàòàìè õ è y, à âåêòîð q

èìååò êîîðäèíàòû ( ; ):v z ,p xi yj

q vi zj  (ðèñ. 5). Òîãäà 

p x y2 2 2,  
2 2 3,q v z  

è ïî óñëîâèþ p q xv yz 6.   

Ðèñ. 5 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 
cos ,p q p q  

  âåëè÷èíà óãëà ìåæäó âåêòîðà-

ìè p  è .q  Ñëåäîâàòåëüíî, cos 1  
è ïîýòîìó 0.  Äðóãèìè ñëîâàìè, 
âåêòîðû p  è q  ñîíàïðàâëåíû, ò. å. 
ñóùåñòâóåò òàêîå t 0,  ÷òî q t p.   

ßñíî, ÷òî 
3

.
2

q
t

p
Òàêèì îáðàçîì, 

v x
3

,
2

z y
3

,
2

3
,

2
x z x y p c  

ãäå âåêòîð c  èìååò êîîðäèíàòû 

3
1; ;

2
 

9 13
1 .

4 2
c

Ïðîèçâåäåíèå p c  ïðèíèìàåò 
ñâî¸ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, êîãäà 
âåêòîðû èp c  ñîíàïðàâëåíû. Ñëå-

äîâàòåëüíî p mc,  ãäå 

p
m

c

4
.

13
Èòàê, èñêîìîå íàèáîëüøåå çíà-

÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè  

x
4

,
13

3 4 6
,

2 13 13
y  

z y
3 9

,
2 13
3 6

,
2 13

v x  

è îíî ðàâíî 13.     
6. ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî

2 2

2 2

2 2

3 3 75,

3 48,

9,

, , 0.

x xy y

y z

z zx x

x y z

Íàéòè 2 3 .xy yz xz  
Ðåøåíèå. Â îñíîâå ðåøåíèÿ çà-

äà÷è ëåæèò òîò ôàêò, ÷òî âûðàæå-
íèå âèäà (x, y  0) 

X A X Y Y2 2

 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êâàä-
ðàò äëèíû ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà (ñî 
ñòîðîíàìè x, y), ëåæàùåé ïðîòèâ 
óãëà  òàê, ÷òî A 2cos . Ýòî 

3
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ñëåäóåò èç òåîðåìû êîñèíóñîâ äëÿ 
ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 6).  

Ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè òðè ëó÷à 
ñ îáùèì íà÷àëîì O è óãëàìè ìåæäó 
ñîñåäíèìè ëó÷àìè â 150, 90 è 120 
ãðàäóñîâ (ðèñ. 7). 

 Ðèñ. 6                     

Ðèñ. 7 

Ðàññìîòðèì íà ýòèõ ëó÷àõ òðè 

òî÷êè À, Â è Ñ òàêèå, ÷òî OA x 3,

OB y,
 
OC z 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïî óñëîâèþ çà-
äà÷è: 

AB 75 5 3,

BC 48 4 3,  
AC 27 3 3.  

Èìååì ( T   ïëîùàäü òðåóãîëü-

íèêà Ò):
  

3 3 3
sin150 sin120

2 2 2

3
( 2 3 ).

4

ABC OAB OAC OBC

xy zx yz

xy yz xz

Òðåóãîëüíèê ÀÂÑ  ïðÿìîóãîëüíûé, 
ò. ê. 2 2 2,AB CB CA  ñëåäîâàòåëü-

íî, ABC
3

4 3 18.
2

 Èòàê, 

xy yz xy
4

2 3 18 24 3.
3

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà 

2 2 2 2 2

2

2 2

( ) ( )

1 ,

( 4) 1

x y x a y a

a a

x y

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü 2( ; )A a a  è

( )P x; y   òàêàÿ òî÷êà, êîîðäèíàòû 

êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå 
óðàâíåíèé. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ 
ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî Ð ëåæèò íà 
îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â 
òî÷êå (4; 0). Åñëè Ã1  ÎÐ, Ã2  ÀÐ, 
òî ïåðâîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå (ñì. ðèñ. 8) 

Ã OA Ã1 2,

ãäå OA a a a a2 2 2 2( ) 1 .  

Ðèñ. 8 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Î, À 
è Ð ëåæàò íà ïðÿìîé y ax,  ïðè-

÷¸ì òî÷êà À ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè 
Î è Ð. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè 
a 0  ñèñòåìà âîîáùå íå èìååò ðå-
øåíèé, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè 
Î, À, Ð ðàñïîëîæàòñÿ â äðóãîì ïî-
ðÿäêå. 

Èç ñêàçàííîãî è óñëîâèÿ çàäà÷è 
ñëåäóåò, ÷òî íàì íóæíî íàéòè òàêîå 
çíà÷åíèå à, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ 

a2

y

O a

Г1

Г2

4 x

A

P

1

C
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A

y

4 3

5 3

3 3
3z

3x
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φ
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35

,y ax  0,a  êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè 

x y2 2( 4) 1.  Èìååì (ñì. ðèñ. 9):
1

tg .
15

a

Ðèñ. 9 

8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ à è b, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà 
óðàâíåíèé 

2 2 2

2 2 2

5 2 4 ,

(12 2 ) 2 12 2 27

x y b x y

x a x y ay a a
èìååò äâà ðåøåíèÿ x y1 1( ; )  è x y2 2( ; ),  
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 

x x y y

y y x x
1 2 1 2

2 1 1 2
.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàä-
ðàòû, çàïèøåì çàäàííóþ ñèñòåìó â 
âèäå: 

2 2 2

2 2

( 1) ( 2) ,

( ( 6)) ( ) 9;

x y b

x a y a
à äàííîå óñëîâèå çàïèøåì â ôîðìå 
x y x y2 2 2 2
1 1 2 2 .  Êàæäîå èç óðàâ-

íåíèé ñèñòåìû çàäà¸ò îêðóæíîñòü 
(ðèñ. 10). Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêà-
þòñÿ â äâóõ òî÷êàõ òîëüêî òîãäà, 
êîãäà 

1 2 1 2 1 2.R R O O R R  

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè 

1 1( ; ),x y  2 2( ; )x y  ðàâíîóäàëåíû îò 
íà÷àëà êîîðäèíàò, è ïîýòîìó òî÷êà O 
ïðèíàäëåæèò ëèíèè öåíòðîâ (O1O2). 
Ïðÿìàÿ (O1O2) èìååò óðàâíåíèå 

x y

a a

1 2
;

6 1 2
 

îòñþäà ïðè x y 0 ïîëó÷àåì, ÷òî 
à    4. Ïðè à    4 ïîëó÷àåì 

1 2 45 3 5O O  è ñëåäóþùåå 
óñëîâèå äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ 

îêðóæíîñòåé: b 3 5 3.   

Îòâåò. à  4; b 3 5 3.  

Ðèñ. 10 

9. Ïðè a 2 ðåøèòü óðàâíåíèå

a x a x2 2 1
( 4) 2 2 2 5.

5
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êîîðäè-

íàòíóþ ïëîñêîñòü Oxa. Â ýòîé ïëîñ-

êîñòè âåëè÷èíà Ã a x2 2
1 ( 4)

ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè 
A (4;0)  äî òî÷åê ( ; ),P x a  êîîðäèíà-
òû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó 
óðàâíåíèþ. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî 

(ñì. ðèñ. 11) 2 5 .AB  Êðîìå òîãî, 

âåëè÷èíà Ã a x2
1

2 2
5

 âûðàæàåò 

(ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå) ðàññòîÿíèå 
îò òî÷êè ( ; )P x a  äî ïðÿìîé
a x2 2 0.  Çàìåòèì òàêæå, ÷òî 
ïðÿìàÿ AB( )  ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿ-
ìîé ( ).BQ  Ðàâåíñòâî 1 2Ã Ã AB

âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà òî÷êà 
P  ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ;AB  ýòî

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëèíà ïðîåêöèè 
îòðåçêà PQ  íà îòðåçîê AB  ðàâíà

Ã2. Íà îòðåçêå AB  åñòü òîëüêî îä-

íà òî÷êà (õ; à), äëÿ êîòîðîé a 2.  
Ïîýòîìó ïðè à  2 ìû ïîëó÷àåì õ  

0, à ïðè a 2  äàííîå óðàâíåíèå 
ðåøåíèÿ íå èìååò. 

R2 � 3

O2

O1

a

x

y

a 6�
1

�2

O

1R b�

x

y

1

4

y ax�

O

α
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Ðèñ. 11 

10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, äëÿ
êàæäîãî èç êîòîðûõ óðàâíåíèå 

x x a a x xcos 2 sin 2cos sin

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøå-
íèå, ïðèíàäëåæàùåå ïîëóèíòåðâàëó 

3
; .

2
Ðåøåíèå. Ïóñòü u xcos ,  v xsin .  

Òîãäà äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëü-
íî ñèñòåìå 

2 2

2 2 ,

1,

u v a a u v

u v
ò. å. ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ 
ñèñòåì:  

2 2

2 2

2 2 ,

1,

2 0,

( 2 ) 2 ,

1

2 0.

u v a a u v

u v

u v a

u v a a u v

u v

u v a

Äëÿ ïåðâîé èç ýòèõ ñèñòåì ïî-

ëó÷àåì, ÷òî 
v

x
u

tg 1,  ò. å. 

x k k Z, .
4

Òåì ñàìûì, ïåðâàÿ ñèñòåìà ñî-
âîêóïíîñòè íè ïðè êàêîì à íå èìååò 
ðåøåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæå-

ñòâó 
3

;
2

Ðàññìîòðèì âòîðóþ ñèñòåìó. Ïî-
ñëå å¸ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó 

u v a

u v

v a

2 2

2 ,

1,

0.

 

Èç ðèñ. 12 âèäíî, ÷òî ïåðâûå äâà 
óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþò 
äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è 
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (â ñëó÷àå, 
êîãäà îíè ïåðåñåêàþòñÿ). Ïîýòîìó 
åñëè a1 2 1,  òî ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé  

u v a

u v2 2

2 ,

1

èìååò òàêîå ðåøåíèå u v0 0( ; ),  äëÿ 

êîòîðîãî u01 0  è v01 0.

Íåðàâåíñòâî v a  îïðåäåëÿåò   
ïîëóïëîñêîñòü â ñèñòåìå êîîðäè-  
íàò Ouv. È, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü   

(ñì. ðèñ. 12), ïðè ëþáîì 
1 1
;

2 2
a

òî÷êà 0 0( ; )u v  ðàñïîëîæåíà â ýòîé 

÷àñòè ïîëóïëîñêîñòè 

Ðèñ. 12 

Îòâåò. 
1 1
; .

2 2
a     

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ èìååò 
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìà 

O

�1

2

4 х

у

Г2

Г1

B

Q

P x; a( )

�1

�1

1

1

x

0

( ;u v0 0)

v a� �

u

v

2a

�2a

.
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y a y a a

x a y x a y

2 2

2 2 2 2

(2 1) 2 0,

( ) ( ) ( 3) 3.  
Ðåøåíèå. Âòîðîå óðàâíåíèå ýòîé 

ñèñòåìû îïðåäåëÿåò òî÷êè 0 0( ; )P x y  â 
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Îxy, 
äëÿ êîòîðûõ Ã Ã1 2 3,  ãäå (ðèñ. 13)

( ; 0),A a  ( ; 3);B a  Ã AP1 ,  2 .Ã BP

Ðèñ. 13 

Òàê êàê AB 3,  òî òî÷êà P  ìî-
æåò áûòü ëþáîé òî÷êîé îòðåçêà ÀÂ. 
Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî âòîðîìó 
óðàâíåíèþ ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò 
âñå ïàðû (à, y), ãäå y 0;3 ,  à 

ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. 
Êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî y 

óðàâíåíèå ñèñòåìû èìååò äâà êîðíÿ 
y a1 1,  y a2 2.  Ñëåäîâàòåëüíî,
åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 

( 1)( 2) 0.y a y a  
Ýòî ðàâåíñòâî â ñèñòåìå êîîðäè-

íàò Oay çàäà¸ò ìíîæåñòâî òî÷åê, 
ðàñïîëîæåííûõ íà äâóõ ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ (ðèñ. 14). Ïîëîñà 

y0 3  âûñåêàåò íà ýòèõ ïðÿìûõ 
äâà îòðåçêà (ðèñ. 14). Ïîýòîìó îòâå-
òîì ê çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ âñå 

2; 1 1; 4 .a

Ðèñ. 14 

12. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà  

2 2

2 2

2 ( 4 ) ( 2 )

( 8 ) ( 4 ) ,

3 6 2

x a y a

x a y a

x y

íå èìååò ðåøåíèé. 
Ðåøåíèå. Ïóñòü (4 ; 2 ),A a a  

(8 ; 4 )B a a   òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé 

ïëîñêîñòè Oxy è ( ; )P x y   òî÷êè, 
êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò 
ñèñòåìå óðàâíåíèé. Òîãäà 

Ã AP x a y a2 2
1 ( 4 ) ( 2 ) ,

Ã BP x a y a2 2
2 ( 8 ) ( 4 ) ,

è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îïèñû-
âàåò ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê ,P  

äëÿ êîòîðûõ Ã Ã1 22  (ïðè ôèêñèðî-

âàííîì à). 
ßñíî, ÷òî òî÷êè À è Â ëåæàò íà 

ïðÿìîé y x
1

.
2

 Èç ãåîìåòðèè èç-

âåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâó Ã Ã1 22  óäî-

âëåòâîðÿþò òîëüêî òàêèå òî÷êè ,P  
êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíî-
ñòè (ðèñ. 15), öåíòð êîòîðîé ðàñïî-
ëîæåí íà ïðÿìîé (ÀÂ)  ýòî òàê 
íàçûâàåìàÿ îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ.  

Ðèñ. 15 

Ïðîäîëæàÿ äâèãàòüñÿ ïî ýòîìó ÷è-
ñòî ãåîìåòðè÷åñêîìó ïóòè, ìîæíî, 

х

y

B

P

Г

Г

3 2

1
A

a

O

3

2

�2 1 4

y

a

O

4a

2a

4a 8a

S

B

x

y

A

4

8

3

3

�a

�a
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êîíå÷íî, íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà S 
ýòîé îêðóæíîñòè è å¸ ðàäèóñ. Íî â 
äàííîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè èõ è 
÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè. (Îäíîâðåìåííî 
ôàêòè÷åñêè äîêàçûâàÿ òåîðåìó îá 
îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ!) Èìååì: 

x a y a

x a y a

2 2

2 2

4 4 2

( 8 ) ( 4 ) ,
2 2 2 2

2 2 2 2

4( 8 16 4 4 )

16 64 8 16 ,

x ax a y ay a

x xa a y ay a  

x ax y ay2 23 16 3 8 0,

x a y a

a a

2 2

2 2

8 4
3 3

3 3

8 4
3 3 ,

3 3

x a y a a
2 2

28 4 80
.

3 3 9
Èòàê, óðàâíåíèå Ã Ã1 22  îïðå-

äåëÿåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷-

êå 
8 4

; ,
3 3

S a a  ðàñïîëîæåííîì íà

ïðÿìîé y x
1

,
2

ñ ðàäèóñîì 

4 5

3

a
R  (ñì. ðèñ. 15). 

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî ñèñòåìû x y3 6 2  îïðåäåëÿåò 

òî÷êè ïîëóïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåí-
íûå íèæå ïðÿìîé x y3 6 2,  êîòî-

ðàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y x
1

.
2

    

Äàííàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé
òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàäèóñ îêðóæíî-
ñòè ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâó-
ìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, êîòî-

ðîå, êàê ëåãêî âèäåòü, ðàâíî 
2

.
3 5

Ñëåäîâàòåëüíî, 

4 5 2
,

3 3 5

a

è ïîýòîìó a
1

.
10

Îòâåò. a0,1 0,1.   

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 
Ïàìÿòíàÿ ìåäàëü 

â îäíîì ýêçåìïëÿðå

Ê þáèëåþ (50-ëåòèþ) Ëüâà Äàâèäîâè÷à Ëàíäàó 
åãî äðóçüÿ-êîëëåãè îòëèëè ìåäàëü, íà êîòîðîé îò÷å-
êàíèëè ÷¸òêèé, êðàñèâûé ïðîôèëü ó÷¸íîãî è ñäåëà-
ëè íàäïèñü: «Ot duraca slyshu». Îíà âîñïðîèçâîäèëà 
ëàòèíñêèìè áóêâàìè îäíî èç ëþáèìûõ âûðàæåíèé 
Ëàíäàó.

Íåëüçÿ ïóòàòü

Â íåêîòîðûõ çàðóáåæíûõ ðóêîâîäñòâàõ ïî õèìèè 
â êîíöå XVIII âåêà óïîìèíàëîñü èìÿ Ì.Â. Ëîìîíîñî-
âà. Ñâåäåíèÿ î í¸ì áûëè ñêóäíûå, à â îäíîì èç íèõ 
äåëàëîñü òàêîå «ïðåäîñòåðåæåíèå»: «Ñðåäè õèìèêîâ, 
êîòîðûå ñòàëè èçâåñòíûìè ó÷¸íûìè, ìû óïîìÿíåì 
Ìèõàéëî Ëîìîíîñîâà, êîòîðîãî íå íàäî ñìåøèâàòü ñ 
ïîýòîì òîãî æå èìåíè».
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