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Ôîðìóëà Ïèêà 
Ìíîãèì øêîëüíèêàì ïðèõîäèëîñü âû÷èñëÿòü ïëîùàäü ìíîãî-

óãîëüíèêà, âñå âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â óçëàõ êëåò÷àòîé áó-
ìàãè. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàëèñü ðàçáèåíèÿ äàííîãî 
ìíîãîóãîëüíèêà íà áîëåå ïðîñòûå ìíîãîóãîëüíèêè (òðåóãîëüíèêè, 
ïàðàëëåëîãðàììû, òðàïåöèè è äð.), ïëîùàäè êîòîðûõ ëåãêî âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì. Â ýòîé ñòàòüå ìû äîêàæåì îáùóþ 
è ïðîñòóþ ôîðìóëó, ïðèíàäëåæàùóþ àâñòðèéñêîìó ìàòåìàòèêó 
Ã.À. Ïèêó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïëîùàäè ëþáûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â óçëàõ êëåò÷àòîé áóìàãè. 

1. Ìíîãîóãîëüíèêè íà êëåò÷àòîé áóìàãå

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ 
êëåò÷àòàÿ áóìàãà – ýòî ìíîæåñòâî 

âñåõ òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 
ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, êîòîðîå 

îáîçíà÷àþò ÷åðåç 2.Z  Ñàìè òî÷êè èç
2Z  ïðèíÿòî íàçûâàòü óçëàìè.

Áóìàãà â êëåòî÷êó, êîòîðóþ ìû 
èñïîëüçóåì, ñîñòîèò èç êâàäðàòîâ, 
íà êîòîðûå ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü äâà 
ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñî-
áîé ïðÿìûõ ëèíèé. Åñëè ñ÷èòàòü, 
÷òî ñòîðîíà êàæäîãî òàêîãî êâàäðà-
òà ðàâíà 1, òî âåðøèíû âñåõ êâàä-
ðàòîâ ðàçáèåíèÿ «áåñêîíå÷íîãî ëèñ-
òà êëåò÷àòîé áóìàãè» (ò. å. ïëîñêî- 

ñòè) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñò-

âî 2Z  

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå äå-
êàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîä-
÷åðêí¸ì, ÷òî ñàìè ïðÿìûå ëèíèè, íà 
êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýòè êâàäðàòû, 

â 2Z  íå âõîäÿò.
Â ýòîé ñòàòüå ìû â îñíîâíîì áóäåì 

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ìíîãîóãîëü-
íèêè, âñå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò öå-
ëûå êîîðäèíàòû; ïðè ýòîì ìû áóäåì ãî-

âîðèòü, ÷òî îí ðàñïîëîæåí íà êëåò-
÷àòîé áóìàãå. Êðîìå òîãî, ìû ðàññìàò-
ðèâàåì òîëüêî òàêèå ìíîãîóãîëüíèêè, 
êîòîðûå îãðàíè÷åíû çàìêíóòîé ëîìàíîé 
ëèíèåé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.  

2. Ïëîùàäü ïðèìèòèâíîãî òðåóãîëüíèêà

Ïóñòü äàí íåêîòîðûé ìíîãî-
óãîëüíèê Ð, êîòîðûé ðàñïîëîæåí íà 

2.Z  Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ôîðìóëó
äëÿ  âû÷èñëåíèÿ  ïëîùàäè  Ð,  ïî- 

ïðîáóåì  

• ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå ìíîãî-
óãîëüíèêà Ð íà êîíå÷íîå ÷èñëî òðå-
óãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè òîëüêî â 
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óçëàõ êëåò÷àòîé áóìàãè, ïðè÷¸ì òà-
êîå, ÷òî 

• ïëîùàäü êàæäîãî òðåóãîëüíè-
êà ðàçáèåíèÿ ìîæíî áûëî áû ëåãêî 
âû÷èñëèòü.  

Çàéì¸ìñÿ ñíà÷àëà ïîèñêîì ïîä-
õîäÿùèõ íàì òðåóãîëüíèêîâ. Îêàçû-
âàåòñÿ, ëþáîé òðåóãîëüíèê, ðàñïî-
ëîæåííûé íà êëåò÷àòîé áóìàãå, 
âíóòðè êîòîðîãî íåò å¸ óçëîâ, à íà 
åãî ãðàíèöå óçëàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî 
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà (òàêèå òðå-

óãîëüíèêè íàçîâåì ïðèìèòèâíû-
ìè), èìååò ïëîùàäü 1/2. Äðóãèìè 

ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå 
óòâåðæäåíèå:  

âñå ïðèìèòèâíûå òðåóãîëü-
íèêè ðàâíîâåëèêè è èõ ïëîùàäè 
ðàâíû ïîëîâèíå ïëîùàäè åäè-
íè÷íîãî êâàäðàòà.   

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïðèìè-
òèâíûõ òðåóãîëüíèêîâ äîâîëüíî 
ðàçíîîáðàçíî; ïðèìåðû ïîêàçàíû íà 
ðèñ. 1 è äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ ñðàçó 
âèäíî, ÷òî èõ ïëîùàäè ðàâíû 1/2. 

 Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëè-
ðîâàííîãî ñâîéñòâà ïðèìèòèâíîãî 
òðåóãîëüíèêà Ò ðàññìîòðèì ìèíè- 

ìàëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê Ï, êîòîðûé 
îïèñàí âîêðóã Ò (ò. å. âåðøèíû Ò 
íàõîäÿòñÿ íà ñòîðîíàõ Ï), è òàêîé, 
÷òî åãî ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû ñòîðî-
íàì êâàäðàòîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò 
êëåò÷àòàÿ áóìàãà.  

Ðèñ. 1 

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà 
âîçìîæíû ðàçíûå ñëó÷àè âçàèìíîãî 
ðàñïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêà è îïè-
ñàííîãî âîêðóã íåãî ïðÿìîóãîëüíèêà 
è âñå îíè ïîêàçàíû íà ðèñ. 2 (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîâîðîòîâ). 

Ðèñ. 2 

Åñëè Ò – ïðèìèòèâíûé òðå-

óãîëüíèê, òî ïåðâûå äâå èç ïîêàçàí-
íûõ íà ðèñ. 2 âîçìîæíîñòåé íå ðåà-
ëèçóþòñÿ: â ñëó÷àå à) èìååòñÿ óçåë 
âíóòðè òðåóãîëüíèêà Ò, à â ñëó-
÷àå á) èìååòñÿ óçåë íà ñòîðîíå 
òðåóãîëüíèêà Ò, îòëè÷íûé îò åãî 
âåðøèí. 

Äëÿ èçó÷åíèÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ 
âîçìîæíîñòåé ââåä¸ì äåêàðòîâó 
ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, êàê ïîêàçà-

íî íà ðèñ. 3,  è íà êîòîðîì ,T ABC=  

,П OAFB=  ( , 0),D p=  ( , 0),A q= E =

(0, ), (0, ).r B s= =  ×òîáû îáúåäèíèòü 

ðàññìîòðåíèå äâóõ ñëó÷àåâ â îäèí, 
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áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà Ñ òðå-
óãîëüíèêà Ò ìîæåò áûòü ðàñïîëî-
æåíà íà îòðåçêàõ ÎÂ èëè ÎÀ (â ÷à-
ñòíîñòè, ìîæåò ñîâïàäàòü ñ Î). 

Ðèñ. 3 

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(M) ÷èñëî óç-
ëîâ êëåò÷àòîé áóìàãè, êîòîðûå ðàñ-

ïîëîæåíû ñòðîãî âíóòðè ìíîãî-
óãîëüíèêà Ì, íî íå íà åãî ñòîðî-
íàõ. Òîãäà 

( ) ( ) ( 1)( 1).I П I OABF q s= = − −  

Òàê êàê âíóòðè îòðåçêà ÀÂ íåò óç-
ëîâ, êðîìå åãî êîíöîâ, òî 

1 1
( ) ( ) ( 1)( 1).

2 2
I AOB I OAFB q s= = − −

Àíàëîãè÷íî: 

1
( ) ( 1)( 1),

2
1

( ) ( 1)( 1).
2

I ACD q p r

I CBE s r p

= − − −

= − − −

Òàê êàê òðåóãîëüíèê Ò íå ñî-
äåðæèò âíóòðè ñåáÿ óçëîâ, òî 

( ) ( ) ( ) ,I OAB I ACD I CBE pr− − =  

ãäå  ðr  –  ÷èñëî  óçëîâ,  ðàñïîëîæåí- 

íûõ âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ODCE, 

âêëþ÷àÿ ÷èñëî óçëîâ íà åãî ñòîðî-
íàõ CD è CE. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 

( 1)( 1) ( 1)( 1)

( 1)( 1) 2

q s q p r

s r p pr

− − − − − − −

− − − − =

è, òåì ñàìûì, 

1.qs ps qr− − =  

Çíà÷èò (çäåñü [Ì] – ïëîùàäü 

ìíîãîóãîëüíèêà Ì), 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

1 1 1
( ) ( )

2 2 2
1 1

( ) ,
2 2

T ABC OAB ACD

CBE ODCE

sq p q r s r p pr

qs ps qr

= = − −

− − =

= − − − − − =

= − − =

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî òðå-

óãîëüíèê, ðàñïîëîæåííûé íà 2,Z
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì òîãäà è 
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïëîùàäü 
ðàâíà 1/2.  

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ìåòîä 
äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî. 

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèìè-
òèâíûé òðåóãîëüíèê ìîæåò èìåòü âñå 
òðè ñòîðîíû áîëüøå ëþáîãî íàïåð¸ä 
çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà. 

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ïðåîáðà-
çîâàíèå òðåóãîëüíèêà, ðàñïîëîæåí-

íîãî íà 2,Z  êîòîðîå ñîñòîèò â ñëå-

äóþùåì: òðåóãîëüíèê Ò çàìåíÿåòñÿ 

íà äðóãîé òðåóãîëüíèê ,T′  ó êîòîðî-

ãî äâå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ âåðøèíà-
ìè Ò, à òðåòüÿ âåðøèíà – ñèììåò-

ðè÷íà âåðøèíå Ò îòíîñèòåëüíî îä-
íîé èç âåðøèí Ò. Èìåþòñÿ è äðóãèå 
ñïîñîáû ïîñòðîåíèé.  

3. Ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíèêà íà ïðèìèòèâíûå òðåóãîëüíèêè

Èòàê, ïðèìèòèâíûå òðåóãîëüíèêè 
êàê íåëüçÿ ëó÷øå ïîäõîäÿò äëÿ íàøèõ 
öåëåé. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé 
ìíîãîóãîëüíèê Ð ìîæíî ðàçáèòü íà 
ïðèìèòèâíûå òðåóãîëüíèêè. 

Åñëè íåêîòîðûé ìíîãîóãîëüíèê Ð  

ðàñïîëîæåí íà 2Z  è ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì, òî òàêîé 
ìíîãîóãîëüíèê íåòðóäíî ðàçáèòü íà 
ïðèìèòèâíûå òðåóãîëüíèêè. Äëÿ 
ýòîãî ñíà÷àëà èç îäíîé åãî âåðøèíû 
ïðîâåä¸ì âñå äèàãîíàëè, ðàçáèâ Ð íà 
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òðåóãîëüíèêè. Âåðøèíû ýòèõ òðå-
óãîëüíèêîâ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè 
ìíîãîóãîëüíèêà Ð è òåì ñàìûì ÿâ-
ëÿþòñÿ óçëàìè êëåò÷àòîé áóìàãè. 
Òåïåðü êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ òðå-
óãîëüíèêîâ íóæíî ðàçáèòü íà ïðè-
ìèòèâíûå òðåóãîëüíèêè.  

Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, åñëè âíóòðè 
íåãî íåò óçëîâ, à íà åãî ãðàíèöå èõ 
áîëüøå òð¸õ – ñì. ðèñ. 4 à. 

Åñëè æå âíóòðè ó òðåóãîëüíèêà 
òàêæå åñòü óçëû, òî ïîñòóïèì òàê. 
Âûáåðåì ñíà÷àëà êàêîé-òî îäèí èç 
òàêèõ âíóòðåííèõ óçëîâ è ñîåäèíèì 
åãî ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà. Òîãäà 
òðåóãîëüíèê ðàçîáü¸òñÿ íà òðè íîâûõ 
òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 4 á), è âíóòðè êàæ-
äîãî èç íèõ âíóòðåííèõ óçëîâ ìåíüøå, 
÷åì ó èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðî-
äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû «óíè÷òîæèì» 
âñå âíóòðåííèå óçëû,  òî  åñòü  ïîëó-
÷èì  êîíå÷íîå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ, ó 

êîòîðûõ íåò âíóòðåííèõ óçëîâ. À 
äàëüøå ïîñòóïàåì òàê, êàê íà ðèñ. 4 à.  

 à)   á)  

Ðèñ. 4 

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî è ëþáîé ìíî-
ãîóãîëüíèê Ð, ðàñïîëîæåííûé íà

2,Z  ìîæíî ðàçáèòü íà ïðèìè-

òèâíûå òðåóãîëüíèêè.  
Ìû çäåñü íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî 

óòâåðæäåíèå è ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòå-
ëþ ñàìîñòîÿòåëüíî åãî äîêàçàòü.  

4. Âûâîä ôîðìóëû Ïèêà

Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
ðàññìàòðèâàåìûé ìíîãîóãîëüíèê Ð, 
ðàñïîëîæåííûé íà êëåò÷àòîé áóìà-
ãå, êàêèì-òî îáðàçîì ñîñòàâëåí èç 
ïðèìèòèâíûõ òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ. 5; 
ãðàíèöà Ð âûäåëåíà êðàñíûì öâå-
òîì). Âàæíî èìåòü â âèäó, ÷òî äàííûé 

ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íà 
ïðèìèòèâíûå òðåóãîëüíèêè ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ìû èç âñåõ 
ýòèõ ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ âûáåðåì 
ñåé÷àñ êàêîé-íèáóäü îäèí  è äàëüøå 
òîëüêî åãî è áóäåì ðàññìàòðèâàòü. 

Ðèñ. 5 

Íà ãðàíèöå è âíóòðè Ð íàõîäÿò-
ñÿ óçëû êëåò÷àòîé áóìàãè. Âñå ýòè 
óçëû ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè è òåõ 
ïðèìèòèâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, èç êî-
òîðûõ îí ñîñòàâëåí. Íàì óæå ÿñíî, 

÷òî åñëè ( )N N P=  – ýòî êîëè÷åñòâî

ïðèìèòèâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, òî [ ]P =

/2.N=

×èñëî N, êîíå÷íî, çàâèñèò îò ñà-
ìîãî ìíîãîóãîëüíèêà è åãî ðàñïîëî-

æåíèÿ íà 
2.Z  È ñåé÷àñ íàøà çàäà÷à –

íàéòè ÿâíûé âèä ýòîé çàâèñèìîñòè. 

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )e eN N P=  ÷èñ-

ëî âñåõ óçëîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà 
ãðàíèöå Ð, âêëþ÷àÿ è âñå åãî âåð-

øèíû, à ÷åðåç ( )i iN N P= – ÷èñëî

âñåõ óçëîâ, êîòîðûå ëåæàò ñòðîãî 
âíóòðè Ð; íà ðèñ. 5 ìû èìååì 

14, 8.e iN N= =

Äîêàæåì, ÷òî 2 2.i eN N N= + −

Åñëè ìíîãîóãîëüíèê Ð ñîñòîèò 
áîëåå ÷åì èç îäíîãî ïðèìèòèâíîãî 
òðåóãîëüíèêà, òî áóäåì ïîî÷åð¸äíî 
óäàëÿòü îäèí ïðèìèòèâíûé òðå-

Математика



óãîëüíèê  ðàçáèåíèÿ çà äðóãèì, ïîêà 
íå îñòàíåòñÿ òîëüêî îäèí ïðèìèòèâ-
íûé òðåóãîëüíèê. Íà ïåðâîì øàãå 
óäàëèì ïðèìèòèâíûé òðåóãîëüíèê, 
êîòîðûé èìååò îáùèå ñòîðîíû ñ ãðà-
íèöåé Ð. Åñòü äâå âîçìîæíîñòè ïðè 
âûáîðå óäàëÿåìîãî òðåóãîëüíèêà, îò-
ìå÷åííûå íà ðèñ. 5 íîìåðàìè 1 è 2. 

Ïîñëå óäàëåíèÿ òðåóãîëüíèêà ïîä 
íîìåðîì 1 âìåñòå ñ îäíîé åãî ñòîðîíîé, 
ïðèíàäëåæàùåé ãðàíèöå Ð (ðèñ. 5), ìû 

ïîëó÷èì íîâûé ìíîãîóãîëüíèê ,P′  

òàêæå ñîñòàâëåííûé èç ïðèìèòèâíûõ 
òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðîãî  

( ) ( ) 1, ( )

1, ( ) 1.
i

i e e

N P N P N P

N N P N

′ ′= − =

′= − = +

Òàê êàê 

( ) 2 ( ) ( ) 2

( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 1 2

( ) 2 ( ) ( ) 2,

i e

i e

i e

N P N P N P

N P N P N P

N P N P N P

′ ′ ′− − + =

= − − + − − + =

= − − +

òî äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà äëÿ ìíî-
ãîóãîëüíèêà Ð âåðíà òîëüêî â òîì 
ñëó÷àå, êîãäà îíà âåðíà äëÿ ìíîãî-

óãîëüíèêà .P′

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óäà-
ëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûé òðåóãîëüíèê 
ïîä íîìåðîì 2 ñ äâóìÿ ñòîðîíàìè íà 
ãðàíèöå Ð. Çäåñü ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî-

óãîëüíèê ,P′′  äëÿ êîòîðîãî 

( ) ( ) 1,

( ) , ( ) 1i i e e

N P N P

N P N N P N

′′ = −

′′ ′′= = −

è 

( ) 2 ( ) ( ) 2

( ) 1 2 ( ) ( ) 1 2

( ) 2 ( ) ( ) 2.

i e

i e

i e

N P N P N P

N P N P N P

N P N P N P

′′ ′′ ′′− − + =

= − − − + + =

= − − −

Èòàê, äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà 
âåðíà äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà Ð òîëüêî 
òîãäà, êîãäà îíà âåðíà äëÿ ìíîãî-
óãîëüíèêà, ïîëó÷åííîãî èç Ð óäà-
ëåíèåì (îïèñàííûõ äâóõ âèäîâ) 
îäíîãî èç ïðèìèòèâíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ.  

Òåïåðü ìîæíî óæå óòâåðæäàòü, 

÷òî óäàëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî 
îäèí ïðèìèòèâíûé òðåóãîëü-
íèê çà äðóãèì, ìû ïðèä¸ì ê îä-
íîìó ïðèìèòèâíîìó òðåóãîëü-
íèêó. Äëÿ îäíîãî ïðèìèòèâíîãî 

òðåóãîëüíèêà äîêàçûâàåìàÿ ôîð-
ìóëà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âåðíà: 

1 2 0 3 2.= ⋅ + −  Ñëåäîâàòåëüíî, îíà 

âåðíà è äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà Ð. 
Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññ óäàëåíèÿ 

òðåóãîëüíèêîâ äîëæåí áûòü îðãàíèçî-
âàí òàê, ÷òîáû êàæäûé ðàç óäàëÿëñÿ 
òðåóãîëüíèê îïèñàííûõ âûøå òèïîâ 
(êàê íà ðèñ. 5), è ÷òîáû â ðåçóëüòàòå 
ïîñëåäîâàòåëüíûõ óäàëåíèé òðåóãîëü-
íèêîâ íàø èñõîäíûé ìíîãîóãîëüíèê íå 
«ðàçâàëèëñÿ» íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. Òî, 
÷òî ýòî âñåãäà âîçìîæíî, òðåáóåò ñâî-
åãî îáîñíîâàíèÿ, è ìû ïðåäëàãàåì ÷è-
òàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ñîñòàâèòü àë-
ãîðèòì (ïðèãîäíûé äëÿ íàïèñàíèÿ 
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû), ðåàëè-
çóþùèé íóæíûé ñïîñîá óäàëåíèÿ 
òðåóãîëüíèêîâ.  

Îáðàòèì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ òàêæå 

íà òî, ÷òî ôîðìóëà 2 2i eN N N= + −

ïîêàçûâàåò, ÷òî â êàæäîì ðàç-
áèåíèè Ð èìååòñÿ îäèíàêîâîå 
êîëè÷åñòâî ïðèìèòèâíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ, òàê êàê â ïðàâîé å¸ 

÷àñòè ñòîèò ÷èñëî, êîòîðîå íå çàâè-
ñèò îò ñïîñîáà åãî ðàçáèåíèÿ.  

Èç äîêàçàííîé ôîðìóëû è òîãî, 
÷òî ïëîùàäü ëþáîãî ïðèìèòèâíîãî 
òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1/2, ìû ïîëó÷à-
åì ñëåäóþùóþ òåîðåìó. 

Òåîðåìà (Ã.À. Ïèê). Ïóñòü Ð – 

ìíîãîóãîëüíèê, ðàñïîëîæåííûé íà 
2.Z  Åñëè [P]  îáîçíà÷àåò ïëîùàäü Ð,

eN  – ÷èñëî óçëîâ  íà ãðàíèöå Ð è

iN  – ÷èñëî óçëîâ âíóòðè Ð, òî

1
[ ] 1.

2i eP N N= + −

5. Çàäà÷è

Ïðèâåä¸ì òåïåðü íåêîòîðûå çà-
äà÷è, â êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü  

ôîðìóëó Ïèêà.  

Çàäà÷à 3. Íàéòè ïëîùàäü ìíîãî- 
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óãîëüíèêà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 5. 

Îòâåò: 14. 

Çàäà÷à 4. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà, 
ðàñïîëîæåííîãî íà êëåò÷àòîé áóìà-
ãå, èìååòñÿ òîëüêî îäèí óçåë G, à íà 
åãî ãðàíèöå – òîëüêî òðè óçëà, êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðå-
óãîëüíèêà.  Äîêàæèòå, ÷òî  G – òî÷êà 

ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà. 
Óêàçàíèå. Òðè ìåäèàíû òðå-

óãîëüíèêà äåëÿò åãî íà øåñòü ðàâ-
íîâåëèêèõ òðåóãîëüíèêîâ. Âçÿòûå 
ïîïàðíî, ýòè òðåóãîëüíèêè îáðàçóþò 
òðè òðåóãîëüíèêà ðàâíîé ïëîùàäè. 

Çàäà÷à 5. Çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ 
ëèíèÿ èìååò âåðøèíû âî âñåõ öåí-

òðàõ êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè 8 8×  

(ñ ïëîùàäüþ êëåòêè 1) è îãðàíè÷è-
âàåò íåêîòîðûé ìíîãîóãîëüíèê. Íàé-
òè åãî ïëîùàäü. 

Ðåøåíèå. Ýòîò ìíîãîóãîëüíèê 
ðàñïîëîæåí íà êëåò÷àòîé áóìàãå, 
óçëû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè 

ìàëåíüêèõ êâàäðàòèêîâ èç 2.Z  Ïî
ôîðìóëå Ïèêà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïëî-
ùàäü ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîóãîëü-

íèêà ðàâíà  0 64/2 1 31.+ − =  

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî 
çàìêíóòûõ ëèíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ 
óñëîâèþ çàäà÷è (ïóòåé øàõìàòíîãî 
êîðîëÿ), íî âñå îíè, êàê ìû âèäåëè, 
îãðàíè÷èâàþò îäíó è òó æå ïëî-
ùàäü. ×èòàòåëþ ìû ïðåäëàãàåì íàé-
òè òàêèå èç ðàññìàòðèâàåìûõ çàìê-
íóòûõ ëèíèé, êîòîðûå èìåþò ìàêñè-
ìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ äëèíû. 

Çàäà÷à 6. Âåðøèíû êâàäðàòà 
ïëîùàäè 1 ñîåäèíåíû ñ ñåðåäèíàìè 
åãî ñòîðîí òàê, êàê ïîêàçàíî íà 
ðèñ.

 

6. Íàéäèòå ïëîùàäü çàøòðèõî-
âàííîãî âîñüìèóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå. Ýòà çàäà÷à âïåðâûå 
ïðåäëàãàëàñü íà Âåíãåðñêîé îëèì-
ïèàäå (äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà) è å¸ 
àâòîðñêîå ðåøåíèå ïðåäïîëàãàëî 
âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé âñåõ «ëèøíèõ 
òðåóãîëüíèêîâ». Òàêîìó ìåòîäó ðå-
øåíèÿ ñîïóòñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå 
âû÷èñëåíèÿ.   

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ïèêà 
äà¸ò ðåçóëüòàò íåìåäëåííî. Íî 
äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû íóæíî 
ñíà÷àëà ðàçìåñòèòü ýòîò ðèñóíîê 
íà íåêîòîðîé êëåò÷àòîé áóìàãå 
òàê, ÷òîáû âñå âåðøèíû êàê êâàä-
ðàòà, òàê è âîñüìèóãîëüíèêà áûëè 
å¸ óçëàìè. Òàêóþ áóìàãó ìîæíî 
«óâèäåòü», èçãîòîâèâ íàø ðèñóíîê 
íà ñòàíäàðòíîé áóìàãå â êëåòêó, 

âûáèðàÿ êâàäðàò ðàçìåðàìè 12 12×  
(îòíîøåíèå ïëîùàäè âîñüìèóãîëü-
íèêà ê ïëîùàäè êâàäðàòà ïðè 
ýòîì íå èçìåíèòñÿ). ×èòàòåëþ 
ïðåäëàãàåòñÿ ýòî ñäåëàòü ñàìîìó 
è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïëîùàäü âîñüìè-
óãîëüíèêà ðàâíà 1/6. Îòìåòèì, ÷òî 
èç òàêîãî ðèñóíêà òàêæå áóäåò 
âèäíî, ÷òî âîñüìèóãîëüíèê íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì: âñå åãî ñòîðî-
íû ðàâíû, à óãëû ðàâíû ÷åðåç 
îäèí. 

   Ðèñ.
 

6    Ðèñ.
 

7 

Çàäà÷à 7. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëü-
íèêà ABC ïëîùàäè 1 âûáðàíû òî÷êè 

P, Q è R òàê, ÷òî 2 ,AP BP=  

2BQ QC=  è 2 .CR AR=  Íàéäèòå

ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîãî òðåóãîëü-
íèêà (ðèñ.

 

7). 

Îòâåò: 1/7. Óêàçàíèå. Îäíî èç 
âîçìîæíûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è 
ñîñòîèò èç âû÷èñëåíèé âñåõ ëèøíèõ 
êóñî÷êîâ (ñì. ñòàòüþ Ò.Í. Åïèôàíî-
âîé «Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè â 
òðåóãîëüíèêå» â «Ïîòåíöèàëå» ¹7, 
2010).  

Âòîðîå ðåøåíèå îñíîâàíî íà 
òîì, ÷òî ôîðìóëà Ïèêà ñïðàâåäëè-
âà è íà «êîñîóãîëüíûõ êëåò÷àòûõ 
áóìàãàõ», êîòîðàÿ óñòðîåíà òàê æå 
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êàê 2,Z  íî ðîëü ìàëåíüêîãî êâàä-

ðàòà (ïëîùàäè 1) èãðàåò óæå íåêî-

òîðûé ïàðàëëåëîãðàìì ïëîùàäè .Δ  
Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà Ïèêà âû-
ãëÿäèò òàê: 

1
[ ] 1 .

2i eP N N⎛ ⎞
= + − ⋅Δ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Òåïåðü íóæíî ðàñïîëîæèòü 
ðèñ. 9 íà íåêîòîðîé «êîñîóãîëüíîé 

êëåò÷àòîé áóìàãå» òàê, ÷òîáû 
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà  ÀÂÑ  è 
âåðøèíû  çàêðàøåííîãî òðåóãîëü-
íèêà áûëè å¸ óçëàìè. Íåîáõîäè-
ìûå çäåñü ïîñòðîåíèÿ ëåãêî 
îáîñíîâàòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû 
Ôàëåñà.  

Çàäà÷à 8. Ðåøèòå çàäà÷ó 6, çà-
ìåíèâ â íåé êâàäðàò íà ïàðàëëå-
ëîãðàìì.   

6. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê Ãåîðã 
Àëåêñàíäåð Ïèê ðîäèëñÿ 10 àâãó-
ñòà 1859 ãîäà â  Âåíå.  Åãî îòåö, 
áóäó÷è ðóêîâîäèòåëåì ÷àñòíîãî 
èíñòèòóòà, ïðåäïî÷¸ë äî 11 ëåò 
îáó÷àòü ìàëü÷èêà íà äîìó, à ïî-
òîì îòäàë åãî ñðàçó â ÷åòâ¸ðòûé 
êëàññ ãèìíàçèè, îêîí÷èâ êîòîðóþ 
â 1875 ãîäó, Ã.À. Ïèê ïîñòóïèë â 
Âåíñêèé óíèâåðñèòåò. 

Ïîñëå çàùèòû äèññåðòàöèè 
Ã.À. Ïèêà óòâåðæäàþò íà äîëæ-
íîñòü àññèñòåíòà îäíîãî èç âåäó-
ùèõ ôèçèêîâ òîãî âðåìåíè, ïðî-
ôåññîðà Ýðíñòà Ìàõà, ÿâëÿþùåãî-
ñÿ îäíîâðåìåííî ðåêòîðîì Êàðëîâà 
óíèâåðñèòåòà â Ïðàãå – ñòàðåéøå-

ãî ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ âî âñåõ ñëà-
âÿíñêèõ ñòðàíàõ. Ïîñòîÿííî, çà 
èñêëþ÷åíèåì ïîåçäêè â Ëåéïöèã 
äëÿ îáó÷åíèÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì 
Ôåëèêñà Êëåéíà â 1884–1885 ãî-

äàõ, Ã.À. Ïèê æèâ¸ò è ðàáîòàåò â 
Ïðàãå. 

Â 1900–1901 ãîäàõ Ã.À. Ïèê áûë 

äåêàíîì ôèëîñîôñêîãî ôàêóëüòåòà 
Êàðëîâà óíèâåðñèòåòà, è â 1911 
ãîäó Ïèê îêàçàëñÿ âî ãëàâå êîìèñ- 

ñèè, êîòîðàÿ ïðèíÿëà íà êàôåäðó 
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Àëüáåðòà 
Ýéíøòåéíà. Îíè ñòàíîâÿòñÿ áëèç-
êèìè äðóçüÿìè, ñîâåðøàÿ ïðîäîë-
æèòåëüíûå ïåøèå ïðîãóëêè è áå-
ñåäóÿ, âìåñòå ìóçèöèðóþò.   

Ñðåäè âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ äîñ-
òèæåíèé àâñòðèéñêîãî ìàòåìàòèêà 
âûäåëÿåòñÿ  ôîðìóëà äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïëîùàäåé, î êîòîðîé èä¸ò 
ðå÷ü â ñòàòüå. Îíà  ñòàëà øèðîêî 
èçâåñòíà òîëüêî â 1969 ãîäó, ëèøü 
ïîñëå òîãî, êàê Ãóãî Øòåéíãàóç 
âêëþ÷èë å¸ â ñâîþ çíàìåíèòóþ 
êíèãó «Ìàòåìàòè÷åñêèé êàëåéäî-
ñêîï». 

Ïîñëå âûõîäà â 1927 ãîäó íà 
ïåíñèþ Ã.À. Ïèê âåðíóëñÿ â ñâîé 
ðîäíîé ãîðîä Âåíó. Îäíàêî ïîñëå 
àíøëþñà 12 ìàðòà 1938 ãîäà Àâñò-
ðèè ñ Ãåðìàíèåé åìó ïðèøëîñü 
âíîâü ïåðåáðàòüñÿ â Ïðàãó. Â ñåí-
òÿáðå 1938 ãîäà ôàøèñòñêàÿ Ãåðìà-
íèÿ âòîðãëàñü íà òåððèòîðèþ ×åõî-
ñëîâàêèè. Ã.À. Ïèê áûë áðîøåí â 
êîíöåíòðàöèîííûé ëàãåðü â Òåðå-
çèíøòàäòå, ãäå è óìåð äâå íåäåëè 
ñïóñòÿ. 

Ëèòåðàòóðà 

1. Ã. Øòåéíãàóç. Ìàòåìàòè÷åñêèé êàëåéäîñêîï. – Ì.: Íàóêà, 1981.

2. Ã.Ñ.Ì. Êîêñåòåð. Ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ. – Ì.: Íàóêà, 1966.

3. Â.Â. Âàâèëîâ, À.Â. Óñòèíîâ. Ìíîãîóãîëüíèêè íà ðåøåòêàõ. – Ì.:

ÌÖÍÌÎ, 2006. 

4. Â.Â. Âàâèëîâ, À.Â. Óñòèíîâ. Äâå çíàìåíèòûå ôîðìóëû//«Êâàíò». –
2007. – ¹1. 

5. Í.Á. Âàñèëüåâ. Âîêðóã ôîðìóëû Ïèêà//«Êâàíò». – 1974. – ¹12.

Математика30


