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 «Необычайные приключения» 
двух неравенств 

«Тест – психотехническое испытание, состоящее в том, что ис1

пытуемому предлагается решить одну или несколько задач для 
определения тех или иных способностей (памяти, внимательно1
сти, быстроты реакции и т. д.). Отдельная задача или текст за1
дачи для такого испытания».  

«Толковый словарь русского языка» 
   под  редакцией Д.И. Ушакова. 

«Необычайные приключения» неравенств, родившихся на мехма1
те МГУ и, несколько преобразившись,  поселившихся в заданиях С3 
ЕГЭ – 2005 и в задании С3 демонстрационного варианта  ЕГЭ – 2007. 

Часть 1 

В «Потенциалах» №№ 517, 2005 г.
напечатана большая статья автора 
«Задачи с параметрами», в которой 
показано, что «параметр» – понятие 

условное: в одном и том же уравне1
нии с двумя переменными, в зависи1
мости от постановки задачи, роль па1
раметра может играть то одна, то 
другая переменная. Там же рассмот1
рены задачи вступительных экзаме1
нов МГУ (1992, мехмат и 1994, био1
фак), в которых  автору в своё время 
впервые встретились неравенства с 
«провокационной» постановкой задач 
(усложнённая задача типа (1992, 
мехмат) встречается ещё в 1999 г. на 

биофаке МГУ). В чём же особенность 
постановки этих задач? В условии, где 
задано неравенство, содержащее две 

«переменные», не сказано, что a  – 

параметр – в условиях вообще от)

сутствует слово «параметр»! В 

силу необычности постановки, эти 
задачи рассматриваются автором 
ежегодно на проводимых в МФТИ 
курсах повышения квалификации 
учителей, приводятся в заданиях 
ФЗФТШ, разбираются на всевоз1
можных лекциях для учителей и 
школьников. И всегда эти задачи у 
всех вызывают затруднения, возни1
кают вопросы, обсуждения. Видно 
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также, как появляется чувство 
удовлетворения у слушателей, ко1
гда решение, наконец, стало понят1
ным. И все отмечают, что задачи, 
хоть, на первый взгляд,  и трудные, 
но красивые. 

Итак, рассмотрим ещё раз эти 
задачи в порядке их «появления 
на свет».  

Пример 1. (МГУ, 1992, мехмат) 
Найдите все значения x , при кото1

рых неравенство  

( ) ( )
3 22 3 5a x x a x− − + − +

( )
22 5 4 0a a+ + − <

выполняется хотя бы при одном значе1

нии a , принадлежащем отрезку [ ]1;2− .  

Решение. Увидев так написанное 
неравенство, школьник начинает ду1
мать – как же решить такое кубиче1

ское неравенство? Обычно такое не1
равенство решается методом интер1
валов. Для этого сначала надо левую 
часть разложить на множители. По1
пробуем поискать частное решение. 
Частного решения не видно. Что де1
лать? Так как  не видно способов ре1
шения, невольно начинаешь перечи1
тывать условие задачи. И тогда  ка1
жется, что тут сложного? Ведь надо 
решить задачу хотя бы при одном 
значении a , принадлежащем отрез1

ку [ ]1;2− . Подставим какое1нибудь 

«удобное» значение a  из отрезка 

[ ]1;2− , например, то, при котором 

свободный член равен 0  

( 2 1,
5 4 0

5

a
a a

a

= −⎡

+ − = ⇔
⎢

=
⎣

), 

чтобы решилось кубическое неравен1
ство.  Решим  неравенство, например, 
при 1a = − :  

3 23 3 6 0x x x− − < ⇔

( )
23 2 0x x x⇔ − − < ⇔

( )( )

( ) ( )

1 2 0

; 1 0;2 .

x x x

x

⇔ + − < ⇔

⇔ ∈ −∞ − ∪

Итак, неравенство «хотя бы при од1
ном значении a »  верно. Значит, за1

дача решена. Ответ: ( ) ( ); 1 0;2−∞ − ∪ . 

Если под рукой нет правильного от1
вета, то «правильным» кажется най1
денный. Но червь сомнения гложет: 
ведь это последняя задача варианта, 
да ещё на мехмате – не может быть, 

чтобы она так просто решалась. А что  
будет,   если   подставить  5a = ?  Под1 

ставим:  

( )

( ) ( )

3 2 23 3 0 1

0 1;0 0; .

x x x x

x

− − < ⇔ + >

> ⇔ ∈ − ∪ +∞

 Ответ другой! Что это значит? Чита1

ем опять условие: надо найти  все x , 

при которых неравенство выполняет1
ся хотя бы при одном значении a , 

принадлежащем отрезку [ ]1;2− . Что 

тогда? Ответом будет объединение  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1;0 0; ; 1 0;2

; 1 1;0 0; .

x

x

∈ − ∪ +∞ ∪ −∞ − ∪ ⇔

⇔ ∈ −∞ − ∪ − ∪ +∞

Но это же практически вся ось. А что 
при 0x = ? 

( ) ( ) ( )
22 5 4 0 ; 1 5;a a a+ − < ⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞ . 
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Так, эти a  заданному промежутку не 

принадлежат – похоже, что послед1

ний ответ верен. 
Однако, если правильный ответ 

под рукой, то станет ясно, что это не 
так. И возникает законный вопрос: 
почему? На этот вопрос одним словом 
не ответишь. Надо ещё и ещё раз вчи1
тываться в условие задачи – оно 

сформулировано, я бы сказала,  
«провокационно», с точки зрения 
школьника, и, как выясняется, не 
только школьника.  Почему при пер1
вом взгляде на неравенство школь1
ник посчитал, что параметр – это a ? 

Очень просто – в школе так было все1

гда: x  – переменная, a  – параметр. 

Но в условии ни слова о параметре! А 
вот относительно a  сказано, что не1

равенство выполняется хотя бы 
при одном значении a , принадлежа1

щем отрезку [ ]1;2− ! А что это даёт? 

Это значит, что неравенство можно 

рассматривать относительно a , а 

тогда x  здесь играет роль пара)

метра. Теперь всё встает на свои 

места! Неравенство является квад)
ратным относительно a ,  спосо1

бы его исследования известны. Пере1
пишем неравенство: 

( ) ( )

( )

3 2

2

2 3 5

2 5 4 0

a x x a x

a a

− − + − +

+ + − < ⇔

( )
2 3 3

2

2 4 2

3 5 10 0.

a a x x x

x x

⇔ + − − − +

+ + − >

Исследуем функцию 

( ) ( )
2 3

3 2

2 4

2 3 5 10.

y a a a x x

x x x

= + − − −

− + + −

По условию, ( )y a  принимает поло1

жительное значение хотя бы при од1
ном значении a , принадлежащем 

отрезку [ ]1;2− . Когда это возможно? 

Коэффициент при старшей степени 

квадратного трёхчлена положителен, 
поэтому условия задачи выполнены 
тогда и только тогда, когда  значение 
квадратного трёхчлена положитель1
но хотя бы на одном из концов отрез1

ка (рис. 1 а, б, в),  

( )

( )

1 0,

2 0.

y

y

− >⎡

⇔⎢

>⎢⎣

3 2

2

3 3 6 0,

3 3 18 0.

x x x

x x

⎡ − − <

⎢ ⇔

⎢− − + <
⎣

( )( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1 0,

3 2 0.

; 1 0;2 ,

; 3 2; .

x x x

x x

x

x

− + <⎡

⇔ ⇔⎢

+ − >⎢⎣

∈ −∞ − ∪⎡

⇔ ⇔⎢

∈ −∞ − ∪ +∞⎢⎣

( ) ( ) ( ); 1 0;2 2;x⇔ ∈ −∞ − ∪ ∪ +∞ . 

Ответ. ( ) ( ) ( ); 1 0;2 2;x∈ −∞ − ∪ ∪ +∞ .  

Рис. 1
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  Задача решена. Так что же в ней 
всё1таки необычного, «запутывающе1
го»? Очень просто – отсутствует одно 

– единственное слово после слова

«значения» – слово «параметра». Ес1

ли бы оно было, то задача звучала бы 
более знакомо: найдите все значения 

параметра x , при которых нера1

венство 

( ) ( ) ( )
3 2 22 3 5 2 5 4 0a x x a x a a− − + − + + − <

 выполняется хотя бы при одном зна1
чении a , принадлежащем отрезку 

[ ]1;2− . И никаких кривотолков, ни1

каких кубических неравенств не 
возникает!  

 Итак, невозможность исследо1

вать кубическое неравенство заста1
вила искать другие пути решения 
задачи.  

 Пример 2. (МГУ, 1994, биофак) 
Найти все значения x , при которых 

неравенство 

( ) ( ) ( )
24 2 13 27 33 13 0a x a x a− + − + − >

выполнено для всех a , удовлетво1

ряющих условию 1 3a< < .  
Решение. Кажется, здесь всё про1

ще – неравенство квадратное. Попро1

буем его решить. Оказывается, это не 
так просто сделать, потому что при 
старшей степени есть параметр. Надо 

работать осторожно. Так как 1 3a< < , 

то 4 2a−
 может быть как положи1

тельным, так и отрицательным или 
нулём.  

1. Если 2a = , то  

7 0 7x x− − > ⇔ < − . 

2. Если 2a ≠ , то так или иначе 

будет работать дискриминант. Най1
дём его:  

( )

( )

2

2

2

2

169 702 729 33 13

16 8 169 702 729

528 208 264 104

65 230 201.

D a a a

a a a

a a a

a a

= − + − − ×

× − = − + −

− + + − =

= − +

Ясно, что с таким дискриминантом  
исследовать неравенство «в лоб», т. е. 
стандартными школьными методами, 
едва ли возможно.  

Что делать? Читаем условие за1
дачи. Кто сказал, что x  – параметр? 

Школьная традиция. В условии нет 
слова «параметр»!  

Этот пример совершенно сбивает 
с толку любого школьника:  неравен1
ство  квадратное относительно обыч1
ной переменной  x , но как его иссле1

довать, неясно. Ни одному школьни1
ку, по крайней мере, на практике ав1
тора, не приходит в голову решать 
задачу иначе. Читаем ещё раз усло1
вие задачи: неравенство  

( ) ( ) ( )
24 2 13 27 33 13 0a x a x a− + − + − >

выполнено для всех a , удовлетво1
ряющих условию 1 3a< < . Перепи1

шем его относительно a : 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2

2 2

2 2

4 2 13 27 33 13 0

2 13 13 4 27

33 0 2 13 13 4

27 33 0.

a x a x a

a x x x x

a x x x

x

− + − + − > ⇔

⇔− − + + − +

+ > ⇔ − + − +

+ − <

Оказалось, наше неравенство имеет 

вид ( ) ( ) 0k x a b x+ < , т. е. оно линей1

ное, но … с коэффициентами, зави1
сящими от параметра. 
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Поэтому рассмотрим всевоз1

можные прямые y ka b= +  в плоско1

сти ( );a y на промежутке ( )1;3 (рис. 2). 

Видно (синие прямые), что необ1
ходимым и достаточным условием 
отрицательности линейной функции 
на открытом промежутке является 
неположительность линейной функ1
ции на обоих концах промежутка (но 
одновременное обращение в 0 на кон1
цах невозможно), т. е. выполнение 
системы неравенств:  

( )

( )

( ) ( )
2 2

1 0,

3 0,

1 3 0.

y

y

y y

⎧ ≤

⎪
⎪

≤ ⇔⎨

⎪

+ ≠⎪⎩

( ) ( )

2

2

2 2

2 14 20 0,

2 12 6 0,

1 3 0.

x x

x x

y y

⎧ − + ≥

⎪
⎪

⇔ − + ≤ ⇔⎨

⎪

+ ≠⎪
⎩

( ) ( )

2

2

2 2

7 10 0,

6 3 0,

1 3 0.

x x

x x

y y

⎧ − + ≥

⎪
⎪

⇔ − + ≤ ⇔⎨

⎪

+ ≠⎪
⎩

( ] [ );2 5; ,

3 6;3 6 .

x

x

∈ −∞ ∪ +∞⎧
⎪

⇔ ⇔⎨
⎡ ⎤∈ − +

⎪ ⎣ ⎦⎩

3 6; 2 5; 3 6 .x ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ ∈ − ∪ +
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

Ответ. 3 6; 2 5; 3 6⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∪ +
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

И вот, наконец, мы ещё раз встре1
чаемся с такого типа задачей – это 

задание С3 демонстрационного вари1
анта ЕГЭ – 2007. Заметим, кстати, что 

и на мехмате, и на биофаке это были 
последние задания варианта (на мех1
мате – шестое, на биофаке – пятое!), 

т. е. самые трудные (на весь вариант 

отводится 4 астрономических часа).    
Пример 3. (Демо ЕГЭ 12007) Най1

дите все значения x , которые удов1

летворяют неравенству  

( )
22 1a x− < ( )1 3a x a+ +

при любом  значении параметра a , 

принадлежащем промежутку ( )1;2 .   

Решение. По внешнему виду не1
равенства и условию для a  это пол1

ная копия предыдущей задачи. Но … 
есть разница – здесь a названо пара1

метром, а формулировка «Найдите 

все значения x , которые удовле)

творяют неравенству…» просто 

«заставляет» решать неравенство 
относительно x !        

Странная постановка задачи. 
Обычно требуется найти такие зна1
чения параметра, при которых надо 
найти некоторое подмножество ре1
шений: например, найти такие зна1
чения параметра, при которых реше1
ние единственно, или решений всего 
два, или решений нечётное количест1
во и т. д., т. е. так или иначе надо най1
ти подмножество решений, обладаю1
щее каким1нибудь свойством. Коро1
че, исходя из «особых» свойств под1

множества, ищется, выделяется 
подмножество значений параметра, 
при котором решения обладают за1
данным свойством. В нашей задаче в 
формулировке все поставлено с «ног 
на голову»: подмножество значений 
параметра задано, и надо найти ре1
шения,    ему    соответствующее.   Без 
сомнения, задача имеет право на су1
ществование, но в такой постановке 
задачи   встречаются    крайне   редко.  
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В задачах МГУ не было слова «пара1
метр», и это давало свободу  думать и 
выбирать путь решения при нестан1
дартной постановке, а задача ЕГЭ 
своим дополнительным словом про1
сто «принуждает» идти по традици1
онному пути: найти все решения не1
равенства, а затем отбирать те, кото1
рые удовлетворяют дополнительным 
условиям. Опубликованное в Интер1
нете решение совпадает с приведён1
ным выше решением примера. К со1
жалению,  в Интернете никак не 
комментируется такой путь решения. 
Наверное, поэтому задача оказалась 
в центре внимания учителей, и  поя1
вились публикации о различной ме1

тодике решения квадратного нера1

венства с параметром. С методикой, 
которую мы разобрали на варианте 
биофака, знакомы далеко не все, а 
задачи ЕГЭ даются абсолютно для 
всех. Значит, должно быть решение, 
может быть, более длинное, но дос1
тупное всем? Оказалось, что в этой 
задаче такой путь есть, в отличие от 
задания С3 из ЕГЭ – 2005.  

Мы решим задачу двумя способами. 

Первый способ (школьный – 

решение квадратного неравенства).

Оказывается, задача отличает)

ся от «биофаковской» тем, что урав1

нение ( ) ( )
22 1 1 3a x a x a− = + + имеет 

«хорошие» корни: 

( ) ( )
2

1,

2 1 1 3  3
,

2 1

x

a x a x a a
x

a

= −⎡

⎢
− = + + ⇔

⎢ =

−⎣

а потому квадратное неравенство 
можно решить «в лоб» при любых a , 

а потом отобрать нужные решения. 
Так как a  принадлежит промежутку 

( )1;2 , то 2 1 0a − >  и 
3

0
2 1

a

a
>

−

. Значит, 

на нашем промежутке  

( ) ( )
2 3

2 1 < 1 3 1 . 
2 1

a
a x a x a x

a
− + + ⇔ − < <

−

Как теперь будем отбирать нужные 
решения? Мы поступим просто: так 

как графиком функции 
3

2 1

a
x

a
=

−

яв1

ляется классическая гипербола, то 
решить неравенство на заданном 
промежутке можно графически в 

плоскости ( );a x . Авторы КИМов 

считают этот метод далёким от шко1
лы. А решение в Интернете школь1
ное? Итак, строим прямую 1x = −  и 

гиперболу 

( )

3

2 1

1 1
3

3 32 2
. 

1 12
2 4

2 2

a
x x a

a

a

a a

= = =

−

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
= = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Решением неравенства 

3
1

2 1

a
x

a
− < <

−

на промежутке, где ( )1;2a∈ , являет1

ся «криволинейный четырёхуголь1
ник», ограниченный пунктирными 
синими вертикалями, пунктирной 
синей прямой 1x = −  и пунктирной 

синей ветвью гиперболы – рис. 3. Те1

перь отмечаем те x , которые явля1

ются решениями при всех (при лю1

бых) ( )1;2a∈  – это красные верти1
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кальные линии, проекция которых на 

ось  Ох  даёт ответ: ( ]1;2x∈ −  – рис. 3.

Второй способ (не школьный – 

решение линейного неравенства). 
Рассмотрим всевозможные прямые 

( ) ( )
2 22 3y a a x x x x= − − − − , или запи1

санные короче y ka b= + , в плоскости 

( );a y на промежутке ( )1;2 (рис.  4), где  

( ) ( )
2 22 3,k x x x b x x x= − − = − − . 

В задаче требуется найти все 
значения x , при каждом из которых 

эта функция отрицательна для всех  

( )1; 2a∈ . 

Видно (синие прямые), что необ1
ходимым и достаточным условием 
отрицательности линейной функции 
на открытом промежутке является 
неположительность линейной функ1
ции на обоих концах промежутка, 
причём, одновременное обращение в 
0   на   концах   невозможно,   т. е.   вы1 
полнение системы условий:  

( )

( )

( ) ( )
2 2

1 0,

2 0,

1 2 0.

y

y

y y

⎧ ≤

⎪
⎪

≤ ⇔⎨

⎪

+ ≠⎪⎩

( )

( )

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

[ ] ( ]

2 2

2 2

2
2 2

2
2 2

2

2 2 2 2

2 3 0,

2 2 3 0,

2 3

2 2 3 0.

2 3 0 3 1 0,

2 1 0,

3 1 2 1 0.

1;3 ,

1;2 , 1;2 ,

1.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x

x x x x

x

x x

x

⎧
− − − − ≤

⎪

⎪

− − − − ≤
⎪

⎪
⇔ ⇔⎨

− − − − +⎪

⎪

⎪

− − − − ≠
⎪
⎩

⎧
− − ≤ ⇔ − + ≤

⎪
⎪

⇔ − + ≤ ⇔⎨

⎪

− ⋅ + + − ⋅ + ≠⎪⎩

∈ −⎧

⎪

⇔ ∈ − ⇔ ∈ −⎨

⎪
≠ −

⎩

Ответ: ( ]1; 2− .

Решение задачи не исчерпывает1
ся приведёнными способами. 
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Часть 2 

 Пример 1. (МГУ, 1994, мехмат) 
Найдите все значения x , при каждом 

из которых наименьшее из двух чи1

сел 3 5x +  и ( )
2 2 2

2log 5 2 2 1x x+ +

⋅ − +

отрицательно.  

Решение. Первый способ 

(школьный). 
Итак, если  

3 5x + ≤ ( )
2 2 2

2log 5 2 2 1x x+ +

⋅ − + ,  

то 3 5 0x + < ; если же 

( )
2 2 2

2log 5 2 2 1 3 5x x x+ +

⋅ − + ≤ + , 

то ( )
2 2 2

2log 5 2 2 1 0x x+ +

⋅ − + < . Это за1

пишем как совокупность систем  

( )

( )

( )

2 2 2
2

2 2 2
2

2 2 2
2

3 5 log 5 2 2 1 *,

3 5 0;

log 5 2 2 1 3 5* *,

log 5 2 2 1 0.

x x

x x

x x

x

x

x

+ +

+ +

+ +

⎡⎧
+ ≤ ⋅ − +⎪

⎢
⎨

⎢
+ <⎪

⎩
⎢

⎢⎧
⋅ − + ≤ +

⎢⎪

⎨⎢

⋅ − + <⎪⎢
⎩⎣

Видно, что самыми сложными 
являются неравенства, отмечен1
ные значками * и **. Решим их от1
дельно. 

( )

( )

2 2 2
2

3 5 2 2 2
2 2

3 5 2 2 2

(*) 3 5 log 5 2 2 1

log 2 log 5 2 2 1

2 5 2 2 1.

x x

x x x

x x x

x + +

+ + +

+ + +

⇔ + ≤ ⋅ − + ⇔

⇔ ≤ ⋅ − + ⇔

⇔ ≤ ⋅ − +

 Для удобства введём замену пере1

менных: 2 , 0x t t= > . Тогда (*) нера1

венство примет вид:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

3 2

3 2

2

32 20 4 1

4 2 5 2 2 2 1 0

2 1 4 2 2 1 0 2 1.

t t t

t t t

t t t t

≤ − + ⇔

⇔ − + − ≤ ⇔

⇔ − − + ≤ ⇔ ≤

Возвращаемся к старым перемен1

ным: 2 2 1 1 0 1x x x⋅ ≤ ⇔ + ≤ ⇔ ≤ − .  

Решим неравенство(**):  

( ) ( )

( )

2 2 2
2

2 2 2

2 2 2 3 5

2

** log 5 2 2 1

5 2 2 1 0,
3 5

5 2 2 1 2

20 2 4 2 1 0 ,
1.

1,

x x

x x

x x x

x x

x

x R
x

x

+ +

+ +

+ + +

⇔ ⋅ − + ≤

⎧ ⋅ − + >⎪
≤ + ⇔ ⇔⎨

⋅ − + ≤⎪⎩

⎧
⋅ − ⋅ + > ⇔ ∈⎪

⇔ ⇔ ≥ −⎨

⎪ ≥ −
⎩

Теперь возвращаемся к совокупности 
систем: 

( )

( )

( )

2 2 2
2

2 2 2
2

2 2 2
2

3 5 log 5 2 2 1 (*),

3 5 0;

log 5 2 2 1 3 5 (**),

log 5 2 2 1 0.

x x

x x

x x

x

x

x

+ +

+ +

+ +

⎡⎧
+ ≤ ⋅ − +⎪

⎢
⎨

⎢
+ <⎪

⎩
⎢

⇔
⎢⎧

⋅ − + ≤ +
⎢⎪

⎨⎢

⋅ − + <⎪⎢
⎩⎣

( )

2 2 2

2

1,

3 5 0;

1,

5 2 2 1 1.

1,

5
;

3

1,

2 5 2 1 0.

5
,

3
5

1, .
3

1
2 log 5.

5

x x

x x

x

x

x

x

x

x

x

x

x x

x

+ +

≤ −⎡⎧

⎨⎢
+ <

⎩⎢
⇔ ⇔

⎢
≥ −⎧⎪

⎢
⎨
⎢ ⋅ − + <⎪⎩⎣

≤ −⎡⎧

⎪⎢
⎨
⎢ < −
⎪
⎢⎩

⇔ ⇔
⎢

≥ −⎧
⎢⎪

⎨⎢
⋅ − <

⎪⎢⎩⎣

⎡
< −

⎢

⎢

≥ −⇔ ⇔ < −⎧⎢
⎪
⎢ ⇔∅⎨
⎢ < ⇔ < −
⎪
⎩⎣

Задача решена, 
5

;
3

x
⎛ ⎞

∈ −∞ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

.   

Второй способ (не школьный). 
Решение довольно громоздкое. 

Попробуем формализовать заданные 
условия в общем виде. Для этого обо1
значим первое выражение, напри1

мер, буквой А, а второе – буквой В: 
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3 5A x= + , ( )
2 2 2

2log 5 2 2 1x xB + +

= ⋅ − + . 

Теперь запишем на языке неравенств 

все, что задано:

,

0;

,

0.

A B

A

B A

B

≤⎡⎧

⎨⎢
<

⎩⎢

⎢
≤⎧

⎢
⎨

<⎢⎩⎣

Решить задачу – это значит 

решить совокупность двух систем 
неравенств. Нанесём множество 
решений совокупности на плос1

кость ( );A B  – рис. 5. 

 Множество решений – заштри1

хованная часть плоскости. Упроще)

ние решения состоит в том, что эту 

часть плоскости можно описать по) 
другому (составители считают это 

упрощение очевидным, а учащиеся 
до этого чаще всего не додумываются 
и запутываются в решении совокуп1

ности систем): 
0,

0

A

B

<⎡

⎢
<

⎣

, а тогда задача 

сводится к решению совокупности 
двух неравенств (вместо совокупно1
сти двух систем):  

( )
2 2 2

2

3 5 0,

log 5 2 2 1 0.x x

x

+ +

+ <⎡

⎢

⋅ − + <⎢
⎣

Теперь уже задачу сможет ре1
шить практически любой успеваю1
щий школьник: 

( )
2 2 2

2

3 5 0,

log 5 2 2 1 0.x x

x

+ +

+ <⎡

⎢ ⇔

⋅ − + <⎢
⎣

( )

2 2 2

2 2 2

2

3 5 0,

5 2 2 1 0,

5 2 2 1 1.

3 5 0,

20 2 4 2 1 0 ,

5 2 1 2 0.

x x

x x

x x

x x

x

x

x R

+ +

+ +

+ <⎡

⎢

⎧ ⋅ − + >⇔ ⇔⎢⎪

⎨⎢

⋅ − + <⎪⎢⎩⎣

+ <⎡

⎢

⎧ ⋅ − ⋅ + > ⇔ ∈⎢⇔ ⇔⎪

⎢⎨

⋅ − <⎢⎪
⎩⎣

2 2

5
,

53

1 3
log log 5 2.

5

x

x

x

⎡
< −

⎢

⇔ ⇔ < −⎢

⎢
< = − <

⎢⎣

.  

  Ответ. 
5

;
3

⎛ ⎞
−∞ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

.  

Пример 2. (ЕГЭ – 2005, С3, вари1
ант 1) Найдите все значения a , при 

каждом из которых наибольшее из 

двух чисел 32 4 9a ab − −

= − −  и 
32 4 3a ac +

= + −  меньше  6.  

Решение. Первый способ (школь1

ный).

Если 3 32 4 9 2 4 3a a a a− − +

− − ≥ + − , 

то 32 4 9 6a a− −

− − < ; если же  
3 32 4 3 2 4 9a a a a+ − −

+ − ≥ − − , 

 то 32 4 3 6a a+

+ − < . Сделаем, для 

удобства, замену переменных: 

2 , 0a t t= > . Перепишем условие в 

новых переменных в виде совокупно1
сти двух систем:  

2
2

2

2
2

2

8 1
9 8 3 (*),

8 1
9 6;

8 1
8 3 9 (**),

8 3 6.

t t
t t

t t

t t
t t

t t

⎡⎧
− − ≥ + −

⎢⎪
⎪
⎢
⎨

⎢
⎪

− − <
⎢
⎪
⎩
⎢

⎢⎧
+ − ≥ − −⎢⎪

⎨⎢

⎪⎢
+ − <

⎩⎣
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Видно, что самыми сложными яв1
ляются неравенства, отмеченные 
значками * и **. Решим их отдельно 
для 0t > . 

 Перепишем  неравенство  (*):  

2
2

4 3 2

8 1
9 8 3

8 6 8 1 0.

t t
t t

t t t t

− − ≥ + − ⇔

⇔ + + − + ≤

Получившееся неравенство отно1
сится к усложнённому возвратному: 

надо вынести за скобку 2t , а затем 

оставшееся неравенство группиров1
кой сведётся к квадратному: 

( ) ( )

( )

( )

2 2
2

2
2

2
2

2

2

2

8 1
8 6 0

1 8
8 6 0

1 1
2 8 8 0

1
4 2 2 4 2 2

2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 1 0,

2 2 2 1 0.

t t t
t t

t t
tt

t t
tt

t
t

t t t

t t

t t

⎛ ⎞
+ + − + ≤ ⇔

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⇔ + + − + ≤ ⇔

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ − + + − + ≤ ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⇔ − − ≤ − ≤ − + ⇔

⇔− + ≤ − ≤ − − ⇔

⎧ + − − ≤
⎪

⇔ ⇔⎨

+ + − ≥⎪
⎩

(

)

(

)

0

2 2 7 4 2; 2
,

2 7 4 2

; 2 2 7 4 2

2 2 7 4 2; .

0; 2 2 7 4 2 ,

2 2 7 4 2; .

t

t

t

t

t

>

⎧ ⎡ ⎤
− + − − − +

⎪ ⎢ ⎥∈

⎪ ⎢ ⎥
+ + −
⎣ ⎦⎪

⎪
⎤

⇔ ∈ −∞ − − − + ∪⇔⎨
⎥⎦

⎪

⎪ ⎡
∪ − − + + +∞
⎢⎪ ⎣

⎪

⎩

⎧ ⎤
∈ − + + −

⎥⎪ ⎦
⇔ ⇔⎨

⎡⎪ ∈ − − + + +∞
⎢⎣⎩

2 2 7 4 2; 2
(***).

2 7 4 2
t

⎡ ⎤
− − + + − +

⎢ ⎥⇔ ∈

⎢ ⎥
+ + −
⎣ ⎦

 

Решим теперь второе неравенство 
первой системы совокупности: 

2
2

0

8 1
9 6 15 8 1 0

1 1
; ;

5 3

1 1
0; ; .

5 3

t

t t
t t

t

t

>

− − < ⇔ − + > ⇔

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ ∈ −∞ ∪ +∞ ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ ∈ ∪ +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Учитывая условие (***), получим 

решение первой системы:  

1
2 2 7 4 2;

5

1
; 2 2 7 4 2 .

3

t
⎡ ⎞

∈ − − + + ∪⎟⎢
⎣ ⎠

⎛ ⎤
∪ − + + −⎜ ⎥
⎝ ⎦

Заметим, что при этом проводились 
очень «неприятные» сравнения.  

Тогда  решением  неравенства (**) 
будет  

(

)

0; 2 2 7 4 2

2 2 7 4 2;  (****). 

t ⎤
∈ − − + + ∪

⎥⎦

⎡
∪ − + + − +∞
⎢⎣

Решим теперь второе неравенство 
второй системы совокупности: 

( ) ( )

2 2

0

8 3 6 8 9 0

9;1 0;1 .
t

t t t t

t t
>

+ − < ⇔ + − < ⇔

⇔ ∈ − ⇔ ∈

Учитывая условие (****), получим 

решение второй системы: 

(

)

0; 2 2 7 4 2

2 2 7 4 2;1 .

t ⎤
∈ − − + + ∪

⎥⎦

⎡
∪ − + + −
⎢⎣

Решением совокупности будет 

1 1
0; ;1

5 3
t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∈ ∪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Переходим к старым перемен1
ным: 

( ) ( )2 2

1
0 2 ,

5
; log 5 log 3;0 .

1
2 1.

3

a

a
a

⎡
< <

⎢

⇔ ∈ −∞ − ∪ −⎢

⎢
< <

⎢⎣

  Ответ. ( ) ( )2 2; log 5 log 3;0a∈ −∞ − ∪ − . 
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Трудно даже представить, как мог 
бы школьник в условиях ЕГЭ довести 
решение этим способом до конца. 

Второй способ (не школьный).
Формализуем заданные условия 

в общем виде: 

,

6;

,

6.

b c

c

c b

b

≤⎡⎧

⎨⎢
<

⎩⎢

⎢
≤⎧

⎢
⎨

<⎢⎩⎣

Решить задачу – это значит ре1

шить совокупность двух систем не1
равенств. Нанесём множество реше1

ний совокупности на плоскость ( );b c

– рис. 6.

Множество решений – заштрихо1

ванная часть. Упрощение решения 

состоит в том, что эту часть плоско1

сти можно описать по)другому:  

6,

6.

b

c

<⎧

⎨
<

⎩

Можно обойтись и без плоскости. 
Для этого немного преобразуем сово1
купность:  

, 6 6,

6; 6;

, 6 6,

6. 6.

b c b c b

c c

c b c b c

b b

≤ ≤ < ⇒ <⎡ ⎡⎧ ⎧

⎨ ⎨⎢ ⎢
< <

⎩ ⎩⎢ ⎢
⇔ ⇔

⎢ ⎢
≤ ≤ < ⇒ <⎧ ⎧

⎢ ⎢
⎨ ⎨

< <⎢ ⎢⎩ ⎩⎣ ⎣

,

6,

6; 6,

6.,

6,

6.

b c

c

b b

cc b

b

c

⎡ ≤⎧

⎪⎢
<⎨⎢

⎪⎢ < <⎧⎩
⎢⇔ ⇔ ⎨

<≤⎢⎧ ⎩

⎪⎢
<⎨

⎢

⎪
⎢ <
⎩⎣

Теперь ясно, что задача сводится 

к решению одной системы двух не)

сложных неравенств, в отличие от 

первого способа, в котором практиче1
ски «непреодолимые» в условиях ЕГЭ 
трудности вызывает неравенство, 
которое во втором способе вообще не 
рассматривается:  

3 3

3 3

2 4 9 6, 2 4 15 0,

2 4 3 6. 2 4 9 0.

a a a a

a a a a

− − − −

+ +

⎧ ⎧− − < − − <⎪ ⎪
⇔ ⇔⎨ ⎨

+ − < + − <⎪ ⎪⎩ ⎩

3

3

2 1 15 4 0,

2 4 9 0.

a a

a a

+

+

⎧ − − ⋅ <⎪
⇔ ⇔⎨

+ − <⎪⎩

2

2

15 2 8 2 1 0,

2 8 2 9 0.

a a

a a

⎧ ⋅ − ⋅ + >⎪
⇔ ⇔⎨

+ ⋅ − <⎪⎩

( )( )

1 1
2 2 0,

3 5

2 9 2 1 0.

a a

a a

⎧⎛ ⎞⎛ ⎞
− − >

⎜ ⎟⎜ ⎟⎪
⎝ ⎠⎝ ⎠⇔ ⇔⎨

⎪
+ − <

⎩

( )

2 2
1 1

log log
3 52 2 2 2 0,

2 1 0.

a a

a

⎧⎛ ⎞⎛ ⎞

⎪⎜ ⎟⎜ ⎟− − >
⎪⎜ ⎟⎜ ⎟

⇔ ⇔⎨⎝ ⎠⎝ ⎠

⎪

− <⎪
⎩

2 2
1 1

; log log ; ,
5 3

0.

a

a

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∈ −∞ ∪ +∞⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⇔ ⇔⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎨

⎪
<

⎩

2 2
1 1

; log log ; 0
5 3

a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⇔ ∈ −∞ ∪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Ответ. 

2 2
1 1

; log log ; 0 .
5 3

a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∈ −∞ ∪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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 Среди учеников автора (начиная 
с 1994г) до сих пор не попалось столь 
гениального, который стал бы делать 
эти задачи вторым способом. 

Составители задач МГУ «имели 

право» считать это упрощение оче)

видным – ведь задача была на мех1

мате, на досрочном экзамене в мае 
1994 г. Кроме того, даже при поступ1
лении на мехмат можно было, как 
видно выше, решить задачу и первым 
способом, хотя и длиннее. У них 4 ча1
са на 6 задач, а на ЕГЭ задание С3 из  
ЕГЭ первым способом решить прак1
тически невозможно: и возвратное 
уравнение не всем известно, и вы1
числения «чудовищно» громоздки. А 
ЕГЭ пишет почти вся страна! Как до1
думаться до этого даже хорошему 
школьнику? В КИМах задача реша1
ется  вторым  способом  –   только   ни 

слова о том, откуда следуют исполь1
зуемые условия. Думается, что имен1

но этим объясняется очень низкий 

процент (2,2%) решаемости этой за1
дачи в 2005 г. Некоторые школьники, 
не  задумываясь  над  связью  с   зада1
чей, решают систему 
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и попадают в этот процент, т. к. со1
ставители и не требуют явных объяс1
нений перехода к этой совокупности.   

Решение, представленное в КИМ1
200512006, кажется очень не убеди1
тельным. Кстати, на «Марафоне 2006» 
учителя тоже спросили автора, почему 
надо решать одну систему, но ответа в 
аналитической форме не получили. 

  Приведённые примеры, на 
взгляд автора, показывают, что, с од1
ной стороны,  ЕГЭ по математике – 

далеко не тесты, в примитивном по1
нимании этого слова, это настоящие 
задачи, требующие от решающего 
знаний, умений и навыков. Во1
вторых, видно, насколько разными 
могут быть подходы к решению и на1
сколько  разнообразными сами реше1
ния. Отсюда следует, что очень труд1
но выработать единые критерии 
оценки оформления задач серии С. В 
частности, для решающего хорошо 
эти задачи некоторые свойства про1
сто очевидны, а за их «неупомина1
ние»  могут быть снижены баллы. 
Жаль, что из опубликованной лите1
ратуры так до сих пор и неясно, как 
же насчитываются 100 баллов, каков 
относительный вес разных частей 
ЕГЭ в этой сумме. 
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