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Êàê ïðàâèëî, óñëîâèÿ çàäà÷ íà äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà õîðî-
øî ïîíÿòíû øêîëüíèêàì, è îíè ïîðîé ñìåëî áåðóòñÿ çà ðåøåíèå 
ñàìûõ òðóäíûõ, äàæå íå ïîäîçðåâàÿ îá ýòîì. Âîçìîæíî, ÷òî çíà-
êîìñòâî ñ ðàçîáðàííûìè çäåñü ïðèìåðàìè ïîìîæåò íàøèì ÷èòàòå-
ëÿì íå òîëüêî íå áîÿòüñÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, íî è ðåøàòü èõ. 

Çàäà÷à, êîòîðóþ âû ðåøàåòå, ìîæåò áûòü î÷åíü ñêðîìíîé, íî, åñëè îíà 
áðîñàåò âûçîâ âàøåé ëþáîçíàòåëüíîñòè, è, åñëè âû ðåøàåòå å¸ ñîáñòâåííûìè 
ñèëàìè, òî âû ñìîæåòå èñïûòàòü âåäóùåå ê îòêðûòèþ íàïðÿæåíèå óìà è íà-
ñëàäèòüñÿ ðàäîñòüþ ïîáåäû.

Äæîðäæ Ïîéÿ

Ñ çàäà÷àìè íà äåñÿòè÷íóþ çà-
ïèñü ÷èñëà ìû ñòàëêèâàåìñÿ åù¸ â 
íà÷àëüíîé øêîëå, ðåøàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèå ðåáóñû – ïðèìåðû íà ñëîæå-

íèå, óìíîæåíèå èëè äåëåíèå,  â êî-
òîðûõ  íåêîòîðûå öèôðû çàìåíåíû 
áóêâàìè. Ýòè ðåáóñû, êàê ïðàâèëî, 
ïðîñòûå, è ïðèÿòíûå âîñïîìèíàíèÿ 
î íèõ ñîõðàíèëèñü, ÿ äóìàþ, ó ìíî-
ãèõ. Áîëåå ñëîæíûå ðåáóñû âñòðå-
÷àþòñÿ ïîòîì, íà ðàçëè÷íûõ îëèì-
ïèàäàõ. Ðàçáåð¸ì äâà ïîó÷èòåëüíûõ 
îëèìïèàäíûõ ïðèìåðà. 

1. Ðåøèòå ðåáóñ: + + =ABBA A B
.CDDA=  Îäèíàêîâûìè áóêâàìè 

îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûå öèôðû,  à 
ðàçíûìè áóêâàìè – ðàçíûå. Îáú-

ÿñíèòå, êàê ïîëó÷åí îòâåò. (2001, 
Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü, ðàéîííûé 
ýòàï, 6 êëàññ.)  

Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷èñëà ABBA è 
CDDA îêàí÷èâàþòñÿ íà îäèíàêîâóþ 
öèôðó, òî íà 0 îêàí÷èâàåòñÿ ñóììà 
ðàçëè÷íûõ öèôð A è B. Ïîýòîìó 

10A B+ =  è 10 .ABBA CDDA+ =

Ïðèáàâëåíèå åäèíèöû ê B âî âòîðîì 
ðàçðÿäå èçìåíèëî öèôðû â äâóõ 
âûñøèõ ðàçðÿäàõ, ñëåäîâàòåëüíî, 

9,B = 1,A = 0D =  è 2.C =

Îòâåò. 1991 1 9 2001.+ + =

2. Ðàñøèôðóéòå ÷èñëîâîé ðåáóñ:

,

.

MA MA МИР

AM AM РИМ

⋅ =⎧

⎨
⋅ =

⎩

Îäèíàêîâûì áóêâàì ñîîòâåòñò-
âóþò îäèíàêîâûå öèôðû, à ðàçíûì 
áóêâàì – ðàçíûå. (2000, Ìîñêîâñêàÿ 

îáëàñòü, îáëàñòíîé ýòàï, 8 êëàññ.) 

Ðåøåíèå. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ 

ñëåäóåò, ÷òî 1,M =  òàê êàê êâàäðàò 
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äâóçíà÷íîãî ÷èñëà íà÷èíàåòñÿ íà 
òó æå öèôðó, ÷òî è ñàìî ÷èñëî. 

Ñëåäîâàòåëüíî, 1.A ≠  Èç âòîðîãî 

óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 3,A ≤  èíà-

÷å ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò äâó-
çíà÷íîãî ÷èñëà ìû ïîëó÷èì ÷åòû-

ð¸õçíà÷íîå. Åñëè 2,A =  â ïåðâîì 

óðàâíåíèè ïîëó÷àåì 12 12 144,⋅ =  òî 

åñòü ,И P=  ïðîòèâîðå÷èå. Â ñëó÷àå 

3A =  ïîëó÷àåì îòâåò.  

Îòâåò: 13 13 169,⋅ = 31 31 961.⋅ =

Ñóäÿ ïî ñëåäóþùåé çàäà÷å, óìå-
íèå ðàçãàäûâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå 
ðåáóñû ìîæåò î÷åíü ïðèãîäèòüñÿ  íà 
Åäèíîì ãîñóäàðñòâåííîì ýêçàìåíå. 

3. Ìåòåîðîëîã ââîäèò â êîìïüþ-
òåð ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé òåìïåðà-
òóðû âîçäóõà. Òåìïåðàòóðà èçìåðÿ-
åòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé äåñÿòîé 
ãðàäóñà. Çà âñ¸ âðåìÿ íàáëþäåíèé 
òåìïåðàòóðà íàáëþäàëàñü âûøå 

20 C,�

 íî íèæå 26 C.�

 Âñåãî ìåòåî-

ðîëîã ââ¸ë 22 èçìåðåíèÿ, íî èç-çà 
óñòàëîñòè è ïëîõîé êëàâèàòóðû 
îäèí ðàç âìåñòî äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé 
ìåòåîðîëîã íàæàë êëàâèøó «0», à 
äðóãîé ðàç âîîáùå íå íàæàë äåñÿ-
òè÷íóþ çàïÿòóþ. Ïîñëå óïîðÿäî÷å-
íèÿ äàííûõ ïîëó÷èëñÿ ðÿä èç 22 
÷èñåë, íà÷èíàþùèéñÿ ÷èñëàìè 21,3; 
21,7;…  Åñëè èç ïîëó÷åííîãî ðÿäà 
óäàëèòü äâà ïåðâûõ ÷èñëà, òî ñðåä-
íåå àðèôìåòè÷åñêîå îñòàâøèõñÿ 
ðàâíî 149,53. Åñëè óäàëèòü äâà ïî-
ñëåäíèõ, òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå 
îñòàâøèõñÿ ðàâíî 23,28. Îïðåäåëèòå, 
â êàêèõ ÷èñëàõ è êàêèå îøèáêè äî-
ïóñòèë ìåòåîðîëîã. (Äèàãíîñòè÷å-
ñêàÿ ðàáîòà ÌÈÎÎ, 18.05.2011.) 

Ðåøåíèå. Â ðåçóëüòàòå îøèáîê 

âìåñòî ÷èñåë 2 ,a b  è 2 ,c d  ïîëó÷è-

ëèñü ÷èñëà 2ab  è 2 0 .c d
Îòìåòèì, ÷òî 6a <  è 6,c <  òàê

êàê íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ òåìïå-

ðàòóðû ìåíüøå, ÷åì 26 C.�

Ïîíÿò-

íî, ÷òî ïîñëå óïîðÿäî÷åíèÿ äàííûõ 
â ðÿäó èç 22 ÷èñåë ýòè ÷èñëà èìåþò 
íîìåðà 21 è 22 ñîîòâåòñòâåííî. Äàí-

íûå çàäà÷è ïîçâîëÿþò íàéòè ñóììó 
ýòèõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ñóììà âñåõ 22-õ ÷èñåë 

ðàâíà 149,53 20 21,3 21,7 3033,6.⋅ + + =

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2 , 2 0a b c d+ +

23,28 20 3033,6.+ ⋅ =  Â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷àåì ìàòåìàòè÷åñêèé ðåáóñ: 2ab+

2 0 2568,c d+ =  èëè 0 368.ab c d+ =

Åñëè 8,b d+ =  òî 6,a =  íî ïî óñ-

ëîâèþ ýòî íåâîçìîæíî, ïîýòîìó 

18.b d+ =  Òîãäà 5a =  è 3.c =  Ñóììà 

öèôð 18,b d+ =  ýòî âîçìîæíî ëèøü 

â ñëó÷àå 9.b d= =

Îòâåò. Â ÷èñëå 23,9 âìåñòî çàïÿ-
òîé ïîñòàâëåí íîëü, à â ÷èñëå 25,9 
ïðîïóùåíà çàïÿòàÿ. 

Íà âñÿêèé ñëó÷àé íàïîìíèì âàì 

îá îäíîì î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåìîì 
èçâåñòíîì ôàêòå: îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ íà 9 ëþáîãî ÷èñëà ðàâåí îñòàòêó 
îò äåëåíèÿ íà 9 ñóììû öèôð ýòîãî 
÷èñëà. Â íàøåé ñëåäóþùåé çàäà÷å 
ýòó ñóììó öèôð S óäà¸òñÿ íàéòè. 

4. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà k ñîäåðæèò øåñòüäåñÿò 
òðè öèôðû. Ñðåäè íèõ åñòü äâîéêè, 
òðîéêè è ÷åòâ¸ðêè. Äðóãèõ öèôð 

íåò. ×èñëî äâîåê íà 22 áîëüøå ÷èñëà 
÷åòâ¸ðîê. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ k
íà 9. (Îëèìïèàäà ÐÓÄÍ, 2008; Îáúå-
äèí¸ííàÿ ìåæâóçîâñêàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ îëèìïèàäà, 2010.) 

Ðåøåíèå. Ïóñòü x – ÷èñëî äâîåê, 

y – ÷èñëî òðîåê, z – ÷èñëî ÷åòâ¸ðîê. 

Ïî óñëîâèþ 63,x y z+ + =  à òàê êàê 

22,x z= +  òî ïîëó÷àåì, ÷òî 

2 41.y z+ =  Ýòî íàì ñåé÷àñ ïðèãîäèòñÿ: 

2 3 4 2( ) ( 2 )S x y z x y z y z= + + = + + + + =

2 63 41 167.= ⋅ + =  Îñòàòîê ïðè äåëå-

íèè íà 9 ýòîãî ÷èñëà ðàâåí 5. 

Îòâåò. 5.

5. Ê äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîãî

÷èñëà 0n ≠  ïðèïèñàëè ñïðàâà êàêóþ-

òî öèôðó. Ê ïîëó÷èâøåìóñÿ íîâîìó 
÷èñëó ïðèáàâèëè êâàäðàò  ÷èñëà n, à 
ïîòîì âû÷ëè 3. Ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 
14n.  Êàêîå ÷èñëî n áûëî âçÿòî è êà-
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êàÿ öèôðà áûëà ïðèïèñàíà? (ÌÃÓ,
äîïîëíèòåëüíûé íàáîð, 2007.)

Ðåøåíèå. Íåîæèäàííîå êîâàðñò-
âî ýòîé çàäà÷è â òîì, ÷òî ìû ïðè-
âûêëè ïðèïèñûâàòü öèôðû (ñïðàâà 

èëè ñëåâà) ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì. 
Åñëè ê äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà ïðèïèñàòü ñïðàâà 
öèôðó k, òî ìû ïîëó÷èì ÷èñëî 

10 ,n k+  à åñëè ýòó æå öèôðó k ìû 

ïðèïèøåì ñïðàâà ê îòðèöàòåëüíîìó 

÷èñëó n, òî ïîëó÷èì ÷èñëî 10 .n k−
Ó÷òÿ âñ¸ ýòî, ñîñòàâëÿåì óðàâ-

íåíèå: 210 3 14 ,n k n n± + − = èëè 2n −

4 3 0.n k− ± − =  Åãî äèñêðèìèíàíò, 

äåë¸ííûé íà 4, ðàâåí 7 k−  äëÿ ïî-

ëîæèòåëüíûõ n, è 7 k+  äëÿ îòðèöà-

òåëüíûõ. Íåáîëüøèì ïåðåáîðîì íà-
õîäèì òå çíà÷åíèÿ öèôðû k, ïðè 
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðè-
ìèíàíòû – êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë. 

Îòâåò. 1 è 6; 2 è 7; 3 è 6; 4 è 3; 

–1 è 2; –2 è 9.

Áûâàåò, ÷òî öèôðû íå òîëüêî 
ïðèïèñûâàþò, íî è çà÷¸ðêèâàþò. 

6. Óìåíüøèòñÿ èëè óâåëè÷èòñÿ è
âî ñêîëüêî ðàç ÷èñëî 1/1996, åñëè â 

äåñÿòè÷íîé çàïèñè ýòîãî ÷èñëà çà-
÷åðêíóòü ïåðâóþ ïîñëå çàïÿòîé îò-
ëè÷íóþ îò íóëÿ öèôðó? (Âòîðàÿ Ñî-
ðîñîâñêàÿ îëèìïèàäà, 9 êëàññ.) 

Ðåøåíèå. Ïðè äåëåíèè 1 íà 1996 
ïîëó÷àåòñÿ 0,00050100… Ïðè çà÷¸ð-
êèâàíèè öèôðû 5 ïîëó÷àåì ÷èñëî 

(1/1996 1/2000) 10.− ⋅  Ðàçäåëèâ ýòî 

÷èñëî íà 1/1996, ìû íàéä¸ì îòâåò íà 
âîïðîñû çàäà÷è.  Ïðè äåëåíèè ïîëó-

÷àåòñÿ 0,02 1/50.=

Îòâåò. Óìåíüøèòñÿ â 50 ðàç. 

7. Íàéäèòå ÷èñëî, êîòîðîå óâå-
ëè÷èâàåòñÿ â 1996 ðàç, åñëè â åãî 
äåñÿòè÷íîé çàïèñè ïîìåíÿòü ìåñòà-
ìè öèôðû, ñòîÿùèå íà ïåðâîì è ïÿ-
òîì ïîñëå çàïÿòîé ìåñòàõ. (Âòîðàÿ 
Ñîðîñîâñêàÿ îëèìïèàäà, 10 êëàññ.) 

Ðåøåíèå. Ïîíÿâ, ÷òî ó èñêîìîãî 
÷èñëà âñå öèôðû äî çàïÿòîé è ïåð-
âàÿ ïîñëå çàïÿòîé ðàâíû íóëþ (èíà-
÷å çàìåíà ñîîòâåòñòâóþùèõ öèôð íå 
ïðèâåä¸ò ê òàêîìó çíà÷èòåëüíîìó 
óâåëè÷åíèþ), ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå 

5/10 /10 1996 ,x y y x+ − =  ãäå x – ýòî 

èñêîìîå ÷èñëî, à y – öèôðà, ñòîÿ-

ùàÿ íà ïÿòîì ìåñòå ïîñëå çàïÿòîé. 
Îòñþäà ïîëó÷àåì: 

5

5

9999 /(10 1995)

3333 /(10 665) (0,000050120...) .

x y

y y

= ⋅ =

= ⋅ =

Íà ïÿòîì ìåñòå ïîñëå çàïÿòîé â 
÷èñëå x ñòîèò öèôðà y, ýòî çíà÷èò, 
÷òî 5y îêàí÷èâàåòñÿ íà y, ýòî âîç-

ìîæíî ëèøü ïðè 5.y =

Îòâåò. 3333/13300000. 
Àâòîð ñëåäóþùåé çàäà÷è – ïðè-

çåð 2-é è 3-åé Ñîðîñîâñêèõ îëèìïèàä. 

8. Ê íåêîòîðîìó íàòóðàëüíîìó
÷èñëó ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-
ïèñàëè äâà äâóçíà÷íûõ ÷èñëà. Ïî-
ëó÷åííîå ÷èñëî îêàçàëîñü ðàâíûì 
êóáó ñóììû òð¸õ èñõîäíûõ ÷èñåë. 
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå òðîéêè èñ-
õîäíûõ ÷èñåë. (Î. Êîñóõèí. Ìîñêîâ-
ñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà, 
2005, ¹11, 5.) 

Ðåøåíèå. Ïåðâîå ÷èñëî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç a, ïðèïèñûâàåìûå ñïðàâà 
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ê íåìó äâóçíà÷íûå ÷èñëà ÷åðåç b è 
c. Åù¸ äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ñóì-
ìó òð¸õ èñõîäíûõ ÷èñåë ÷åðåç x:

.a b c x+ + =  Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 

4 310 100 .a b c x⋅ + ⋅ + =  Óáåäèìñÿ, ÷òî 

100.x <  Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 100,x ≥

òî

3 2 4

4

10 ( )

10 100 .

x x x a b c

a b c

= ⋅ ≥ + + >

> ⋅ + ⋅ +

Òàê êàê 100,x <  òî a – ëèáî îä-

íîçíà÷íîå, ëèáî äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Â 

ïåðâîì ñëó÷àå 3x – ïÿòèçíà÷íîå

÷èñëî, âî âòîðîì – øåñòèçíà÷íîå. 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî 22,x ≥  òàê êàê 

321 9261= – ÷åòûð¸õçíà÷íîå ÷èñëî.

Â ýòîò ìîìåíò ìû âïëîòíóþ ïðè-
áëèçèëèñü ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Íàéòè 

åãî ïîìîãàåò ââåä¸ííîå äëÿ óäîáñò-
âà îáîçíà÷åíèå .x a b c= + + Èìåÿ ïå-

ðåä ãëàçàìè ýòó çàïèñü è òî, ÷òî 
3 410 100 ,x a b c= ⋅ + ⋅ + ìû ðàíî èëè 

ïîçäíî çàïèøåì ðàçíîñòü 

3 9999 99 .x x a b− = +  Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 

ïðîèçâåäåíèå òð¸õ ïîäðÿä èäóùèõ 

÷èñåë 3 ( 1) ( 1)x x x x x− = − +  äåëèòñÿ

íàöåëî íà 99. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç 
ýòèõ òð¸õ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 9, à äðó-
ãîå (èëè òî æå ñàìîå) – íà 11. Äëÿ 

22 99x≤ ≤  íàäî ðàçîáðàòü 7 ñëó÷àåâ. 

1) 44,x =  òîãäà 1 45x + =  äåëèòñÿ 

íà 9. Ïîëó÷àåì 344 85184,= 8,a =

51,b = 84,c =  íî èõ ñóììà íå ðàâíà 44. 

2) 45x = ( 1 44),x − =

345 91125,=

íàéäåíî ðåøåíèå: 9,a = 11,b = = 25.c

3) 54x = ( 1 55),x + =

354 157464,=

+ + >15 74 64 54.

4) 55x = ( 1 54),x − =

355 166375,=

16+63+75 > 55. 

5) 89x = ( 1 88),x − =

389 704969,=

+ + >70 49 69 89.

6) 98x = ( 1 99),x + =

398 941192,=

+ + >94 11 92 98.

7) 99,x =

399 970299,= 97 2 99+ + >

99,> ê òîìó æå 2 – íå äâóçíà÷íîå

÷èñëî.  

Îòâåò. 9, 11, 25. 
Ñëåäóþùèå ÷åòûðå çàäà÷è òàê 

èëè èíà÷å ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåíèåì 
÷èñëà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè 
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. 

9. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 
19842

ñîäåðæèò m öèôð, à äåñÿòè÷íàÿ çà-
ïèñü ÷èñëà 5

1984
 ñîäåðæèò n öèôð. 

×åìó ðàâíà ñóììà ?m n+  (Ðåãèî-

íàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû, 1984.) 

Ðåøåíèå. Åñëè äåñÿòè÷íàÿ çà-
ïèñü ÷èñëà A, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñòå-
ïåíüþ 10, ñîäåðæèò k öèôð, òî 

110 10 .k kA−

< <  Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, 

÷òî 1 198410 2 10m m−

< <  è 110n−
<

19845 10 .n
< <  Ïåðåìíîæàÿ ýòè íå-

ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì: 210m n+ −

<

198410 10 .m n+
< <  Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 

1985.m n+ =

Îòâåò. 1985. 

10. Ðåøèòå óðàâíåíèå [ ]lg2n +

[ ]lg5 2010n+ =  îòíîñèòåëüíî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n (÷åðåç [x] îáîçíà-
÷àåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå 
ïðåâîñõîäÿùåå x). (Îëèìïèàäà «Ïî-
êîðè Âîðîáüåâû ãîðû – 2010».) 

Ðåøåíèå. Ëþáîå ÷èñëî x ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû åãî öåëîé 

è äðîáíîé ÷àñòè: [ ] { },x x x= +  ïðè-

÷¸ì { }0 1.x≤ <  Âîñïîëüçîâàâøèñü 

ýòèì ñîîòíîøåíèåì, ïðåîáðàçóåì 
ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ:  

[ ] [ ]

{ } { } { } { }( )

+ = + −

− − = − +

lg2 lg5 lg2 lg5

lg2 lg5 lg2 lg5 .

n n n n

n n n n n

×èñëà [ ]lg2 ,n [ ]lg5n  è n ÿâëÿþòñÿ 

öåëûìè, ïîýòîìó öåëîé äîëæíà áûòü 

è ñóììà { } { }( )lg2 lg5 .n n+  Ýòà ñóììà 

íå ðàâíà íóëþ, òàê êàê  ÷èñëà  nlg2 
è nlg5  îáà íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè è 
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èõ äðîáíûå ÷àñòè áîëüøå íóëÿ (è 
ìåíüøå åäèíèöû!). Íî òîãäà ïîëó÷àåò-

ñÿ, ÷òî { } { }lg2 lg5 1,n n+ =  è, ñëåäîâà-

òåëüíî, [ ] [ ]lg2 lg5 1 2010.n n n+ = − =

Îòâåò. 2011.n =

11. Ñêîëüêî öèôð ñîäåðæèòñÿ â
äåñÿòè÷íîé çàïèñè 99991-ãî ÷ëåíà 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  ,na  åñëè 1 0,a =

1 2 1024,n na a
+

= + lg2 0,301029...?=

(Ãåîãðàôè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 
2004.)

Ðåøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  a
n

çàäàíà ðåêóððåíòíî. Ïîïðîáóåì 
íàéòè ôîðìóëó n-ãî ÷ëåíà ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè â ÿâíîì âèäå. Âû-
÷èñëèì íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ÷ëåíîâ: 1 0,a =

10
2 1024 2 ,a = =

10 10 10
3 2 2 2 2 3,a = ⋅ + = ⋅

10
4 2 7,a = ⋅

10
5 2 15.a = ⋅  Ïîÿâëÿåòñÿ 

äîãàäêà, ÷òî 
10 12 (2 1),n

na −

= −  òàê 

êàê ÷èñëà 3, 7 è 15 (ìíîæèòåëè  ïðè 

102 )  ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

1(2 1).n
nb −

= −

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

na äåéñòâèòåëüíî çàäà¸òñÿ ôîðìóëîé

10 12 (2 1).n
na −

= −  Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì 

1na
+

 ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå:

−

+

−

= + = −

− + −

10 10 1 10
1

10 1 10

2 2 2·2 (2 1)+2  =

= 2 (2·2 2 1) = 2 (2 1). 

n
n n

n n

a a

Äîãàäêà ïîäòâåðäèëàñü. Òåïåðü ìû ìî-
æåì âû÷èñëèòü 99991-é ÷ëåí ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè: ( )
10 99990

99991 2 2 1a = − =

100000 102 2 .= −  Òåïåðü íàì íàäî îï-
ðåäåëèòü, ñêîëüêî öèôð ñîäåðæèòñÿ 
â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ýòîãî ÷èñëà. 

Ðàçáèðàÿ çàäà÷ó 7, ìû îòìå÷àëè, 
÷òî åñëè äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà A

ñîäåðæèò k öèôð, òî 110 10 .k kA−

≤ <

Ñëåäîâàòåëüíî, 1 lg ,k A k− ≤ <  òî 

åñòü [ ]lg 1.k A= +

Òåïåðü, ÷òîáû îòâåòèòü íà âî-
ïðîñ çàäà÷è, íàì íàäî íàéòè, ÷åìó 

ðàâíî âûðàæåíèå [ ]99991lg 1.a +

Ïîëó÷àåì:

−

−

−

⎡ ⎤− + =
⎣ ⎦

= − + =

= + − + =

+ − + =

+ =

100000 10

100000 99990

99990

99990

lg(2 2 1

[lg(2 (1 2 ))] 1

[100000·lg2 lg(1 2 )] 1

=[30102,9... lg(1 2 )] 1

=30102 1 30103, 

ïîñêîëüêó
99990lg(1 2 ) 0,9.−

− > −  Â ïî-

ñëåäíåì ìîæíî óáåäèòüñÿ õîòÿ áû 
òàê:

99990

1/2

lg(1 2 ) lg(1/3)

lg(10 ) 1/2 0,9.

−

−

− > >

> = − > −

Îòâåò. 30103. 

12. Ñêîëüêî öèôð ñîäåðæèòñÿ â
äåñÿòè÷íîé çàïèñè 9998-ãî ÷ëåíà 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  ,na  åñëè 1 0,a =

1 5 500,n na a
+

= + lg5 0,698970...?=

(Ãåîãðàôè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 
2004.)

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å òðóäíåå, 
÷åì â ïðåäûäóùåé, íàéòè ôîðìóëó 
n-ãî ÷ëåíà äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè. Âû÷èñëèâ 2a = 500, 3a = 500·6,

4a = 500·31 è 5a = 500·156, íàäî äî-

ãàäàòüñÿ, ÷òî 2a = 125·4, 3a = 125·24,

4a = 125·124 è 5a = 125·624. Äîêàçàâ, 

÷òî
3 15 (5 1),n

na −

= −  âû óæå áåç îñî-

áûõ òðóäíîñòåé íàéä¸òå îòâåò. 

Îòâåò. 6990. 

13. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë a è b, óäîâëåòâîðÿþùèõ 

ðàâåíñòâó 26ba ab+ = (â ïðàâîé ÷àñ-

òè ñòîèò ÷èñëî, ïîëó÷àåìîå ïðèïèñû-
âàíèåì äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà a

ïåðåä äåñÿòè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà b).  
Ðåøåíèå. Çàäà÷è, ïîäîáíûå ýòîé, 

ïðåäëàãàëèñü ïðîøëûì ëåòîì (12.07.2010) 
âî âðåìÿ òàê íàçûâàåìîé «âòîðîé 
âîëíû» ñäà÷è ÅÃÝ. Ïî òèïó îíè íàè-
áîëåå áëèçêè ê çàäà÷å Ñ6 èç Äåìîí-
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ñòðàöèîííûõ âàðèàíòîâ ÔÈÏÈ 2009 –
2011 ãîäîâ. 

Åñëè a = 1, òî ðåøåíèé íåò. 

Ïóñòü òåïåðü a > 1. 

Ðàçáåð¸ì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà b –

îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Òîãäà 26ba + =

10 ;a b= +

1(10 ) 26 0.ba a b−

− = − >

Ïðè b ≥ 5 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 
1(10 ) 0,ba −

− <  à ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè 

îäíîçíà÷íûõ b ïîëîæèòåëüíà. Ïðî-

âåðÿåì çíà÷åíèÿ b ≤ 4. Åñëè b = 1, òî 

ïîëó÷àåì, ÷òî 9a = 5, öåëûõ ðåøå-
íèé íåò. Óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìûå 

ïðè b = 3 è b = 4, èìåþò ñîîòâåòñò-

âåííî âèä 10a –
3a = 23 è 10a –

4a =

= 22. Íåáîëüøîé ïåðåáîð âîçìîæíî-
ñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî öåëûõ ðåøå-
íèé îíè íå èìåþò. 

 Â ñëó÷àå b = 2  ïîëó÷àåì êâàä-

ðàòíîå óðàâíåíèå: 2a + 26 = 10a + 2, 

èëè 2a − 10a + 24 = 0. Îòñþäà íàõî-

äèì äâà çíà÷åíèÿ a: a1 = 4 è a2 = 6.  
Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. 

Ïóñòü a – n-çíà÷íîå ÷èñëî, è b – k-

çíà÷íîå (k ≥ 2). Òîãäà 
−

≤

110n
a < 10 ,n

−110k
≤  b < 10 ,k + −110n k

≤ ab <

+10 .n k

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ba + 26 = ab ,

òî ba < ab , îòêóäà b·lg a < lg (ab ).

Òàê êàê (n – 1) ≤ lg a < n è (n + k – 1) ≤

≤ lg (ab )< (n + k), òî ïîñëåäîâàòåëü-

íî óñèëèâàÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì: 

b(n – 1) < n + k. Ïðèáàâèâ è îòíÿâ
åäèíèöó â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì: 

b(n – 1) < n + k + 1 – 1, îòêóäà (b –

– 1)(n – 1) < k + 1. Òàê êàê ÷èñëî b

íåîäíîçíà÷íîå, îíî çàìåòíî ïðåâîñõî-

äèò êîëè÷åñòâî çíàêîâ ñâîåé äåñÿòè÷-

íîé çàïèñè, äðóãèìè ñëîâàìè, b � k.

Íàì õâàòèò îöåíêè b < k + 8. 

Ïîëó÷àåì (k + 7)(n – 1) < k + 1. 

Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè a – îä-

íîçíà÷íîå ÷èñëî. Ñëó÷àé îäíîçíà÷-

íîãî a íàäî ðàçîáðàòü îòäåëüíî. Äëÿ 

n = 1 íàøè «óñèëåíèÿ» íåðàâåíñòâ 

îêàçàëèñü ñëèøêîì ãðóáûìè. Èòàê, a –

îäíîçíà÷íîå ÷èñëî (n = 1). Òàê êàê  

b·lg a < lg (ab ) < n + k = k +1 è lg a ≥

≥ lg 2 > 0,3, b ≥ 10
k –1

,

òî ïîëó÷àåì: −

⋅

10,3 10k
< k + 1, èëè 

⋅3 10k
< 100(k + 1). 

Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì 300 < 300, 

íåðàâåíñòâî óæå íå âûïîëíÿåòñÿ, íå 

âûïîëíèòñÿ îíî è ïðè k > 2, òàê êàê 
ñ ðîñòîì k ëåâàÿ ÷àñòü ðàñò¸ò íà-

ìíîãî áûñòðåå, ÷åì ïðàâàÿ. Mû ïî-
êàçàëè, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå 

ïàð (4; 2) è (6; 2), íåò.  

Îòâåò. a = 4, b = 2; a = 6, b = 2. 
Ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ òð¸õ çàäà÷ 

åù¸ íèãäå íå ïóáëèêîâàëèñü. Áåçóñ-

ëîâíî, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü «ïðîòîòè-
ïàìè» çàäà÷è 13. 

14. Íàéäèòå âñå ïàðû a, b íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë, îáëàäàþùèõ ñëå-

äóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ê äåñÿòè÷-

íîé çàïèñè ÷èñëà b ñëåâà ïðèïèñàòü 
äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà a, òî ïî-

ëó÷èòñÿ ÷èñëî .ab  (Îëèìïèàäà ìåõ-

ìàòà ÌÃÓ, 2007, ¹ 8.4.) 

Ðåøåíèå. Óáåæäàåìñÿ ñíà÷àëà, 

÷òî â ñëó÷àÿõ a = 1 èëè b = 1 ðàâåí-
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ñòâî, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â óñëîâèè, 
íåâîçìîæíî. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî 

1a >  è  1.b >

Ïóñòü òåïåðü 9.b ≤ Ïîêàæåì,

÷òî òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà 

íåîáõîäèìî óñëîâèå a ≤ 9, èíà÷å 
ab > ab . Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî a – k-

çíà÷íîå (k ≥ 2), òî åñòü −110k
≤ a <

< 10 .k  Åù¸ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

òàêóþ îöåíêó: a ≥
−110k

≥ 10(k–1). 

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k = 2, òî −110k
=

= 10(k–1), à ïðè k > 2 ëåâàÿ ÷àñòü ðàñ-

ò¸ò áûñòðåå ïðàâîé. Çàïèøåì òåïåðü 

öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:� −

≥ ≥ >

10( 1)2 2a a kb
− + − +

> = ≥

3( 1) (2 3) 110 10 10k k k k
� > ab , òàê 

êàê ÷èñëî ab – (k + 1)-çíà÷íîå.

Êîíå÷íûì ïåðåáîðîì âñåõ ïàð 
îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë a è b íàõîäèì 

ðåøåíèå a = 2, b = 5. Ïåðåáîð íåâå-

ëèê, òàê êàê ab äîëæíî áûòü äâó-

çíà÷íûì ÷èñëîì. Ïîêàæåì, ÷òî äðó-
ãèõ ðåøåíèé íåò. 

Ïóñòü −110n
≤ b < 10 ,n  ãäå n ≥ 2,

è −110k
≤ a < 10 .k  Òîãäà ïîëó÷àåì:

−( 1)10a n
≤

ab  = ab <

+10 ,n k  îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî  a(n – 1) < n + k. Åñëè 

a ≥ 3, òî, èñïîëüçóÿ î÷åíü ãðóáóþ

îöåíêó a – 2 ≥ k, ïîñëå ïðåîáðàçî-

âàíèé ïîëó÷àåì: n(a – 1) <  2(a – 1), 

èëè n < 2. Íî ýòî óæå ðàçîáðàííûé
íàìè ñëó÷àé îäíîçíà÷íîãî ÷èñëà b.

Åñëè a = 2 (òîãäà k = 1), èç íåðà-

âåíñòâà a(n – 1) < n + k ïîëó÷èì, ÷òî 

n < 3. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

a = 2 è n = 2. Ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå 2 200 ,b b= +  êîòîðîå íå 

èìååò öåëûõ ðåøåíèé. 

Îòâåò. (2, 5).

15. Íàéäèòå âñå ïàðû a, b íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, îáëàäàþùèõ ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ê äåñÿòè÷-
íîé çàïèñè ÷èñëà b ñëåâà ïðèïèñàòü 
äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà a, òî ïî-

ëó÷èòñÿ ÷èñëî .a bb +  (Îëèìïèàäà

ìåõìàòà ÌÃÓ, 2007, ¹ 9.2.)

Ðåøåíèå. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë a è b òàêèõ, ÷òî ,a bb ab+

=  âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî .ab ab<  Êàê 

ïîêàçàíî â ðåøåíèè çàäà÷è 14, ýòî 
ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü äëÿ îäíî-
çíà÷íûõ ÷èñåë a è b. Êîíå÷íûì 
ïåðåáîðîì âñåõ òàêèõ ïàð íàõîäèì 
îòâåò: 3, 2.a b= =

Îòâåò. (3, 2).
16. Íàéäèòå âñå òðîéêè a, b, c

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáëàäàþùèõ 
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ê äå-
ñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà c ñëåâà 
ïðèïèñàòü äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñ-
ëà b, à çàòåì ê ïîëó÷åííîìó ÷èñëó 
ñëåâà ïðèïèñàòü äåñÿòè÷íóþ çà-
ïèñü ÷èñëà a, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî 

.a bс + (Îëèìïèàäà ìåõìàòà ÌÃÓ,

2007, ¹10, 6.) 

Êîììåíòàðèé. Êàê ïðàâèëî, 
çàäà÷è ñ íîìåðîì 10.6 íà îëèìïèà-
äàõ ìåõìàòà ÌÃÓ îñòàþòñÿ íåðå-
ø¸ííûìè ó÷àñòíèêàìè. Ìíå ïîêà 
òîæå íå óäàëîñü íàéòè ïðèåìëåìîãî 
(äëÿ ïóáëèêàöèè) ðåøåíèÿ ýòîé çà-
äà÷è. Âñÿ íàäåæäà íà âàñ, ÷èòàòåëè! 

Îòâåò. (1, 2, 5) è (2, 1, 6). 
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