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Äåëèìîñòü íà ÷èñëà âèäà 10 1n±

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ïðèçíàêîâ äåëèìî-

ñòè ÷èñåë íà 9 è 11, îòëè÷íûé îò øèðîêî èçâåñòíûõ. Êàê ñòàíåò 

ÿñíî íèæå, ýòîò àëãîðèòì áóäåò ïðèìåí¸í ïðè ïðîâåðêå äåëèìîñòè 

íà ÷èñëà, èìåþùèå âèä 10 1,n ±  è ïîëó÷åíèè ÷àñòíîãî (åñëè äåëå-

íèå âûïîëíÿåòñÿ áåç îñòàòêà). Ýòîò ïîäõîä òàêæå ïðåäîñòàâëÿåò 

âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïåðèîä áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ äðîáåé. 

Íà îñíîâå èçâåñòíûõ  ïðèçíàêîâ 

äåëèìîñòè ÷èñåë íà 9 è 11 ïðåäñòà-

âèì èíîé àëãîðèòì ðåàëèçàöèè óêà-

çàííûõ ïðèçíàêîâ. Çàáåãàÿ âïåð¸ä, 

îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè àëãî-

ðèòìà, êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. 

Âî-ïåðâûõ, îí ïðîñòîé, åñòåñò-

âåííûé, è ïîýòîìó åãî ëåã÷å çàïîì-

íèòü è ïðèìåíÿòü. 

Âî-âòîðûõ, îí áóäåò îáîáù¸í è 

ïðèìåí¸í ïðè äåëåíèè íà ÷èñëà, 

èìåþùèå âèä 10 1n ± , ò. å. íà ÷èñëà, 

êîòîðûå çàêàí÷èâàþòñÿ öèôðàìè 1 

èëè 9. 

Â-òðåòüèõ, îí ïðåäîñòàâëÿåò 

âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ÷àñòíîå (åñëè 

äåëåíèå âûïîëíÿåòñÿ áåç îñòàòêà), à 

â îáùåì ñëó÷àå − íàèáîëüøèé îá-

ùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) äåëèìîãî è äå-

ëèòåëÿ.

Â-÷åòâ¸ðòûõ, â îòëè÷èå îò äåëå-

íèÿ ñòîëáèêîì, çäåñü íå íóæíî 

«óãàäûâàòü» öèôðû ÷àñòíîãî, à äåé-

ñòâèÿ óìíîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ (èëè 

ñëîæåíèÿ) âûïîëíÿþòñÿ ñ óìåíü-

øèâøèìèñÿ ÷èñëàìè. 

È, íàêîíåö, îí ïðåäîñòàâëÿåò 

âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïåðèîä áåñ-

êîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ äðîáåé. 

1. Äåëåíèå íà ÷èñëà âèäà 10 1n +

Îïèñàíèå àëãîðèòìà íà÷í¸ì ñ 

ïðèìåðà ïðîâåðêè äåëèìîñòè íåêî-

òîðîãî ÷èñëà À íà 11.

Îòíèìåì ïîñëåäíþþ öèôðó 

÷èñëà À îò ÷èñëà, ïîëó÷àþùåãî-

ñÿ èç À âû÷¸ðêèâàíèåì ïîñëåä-

íåé öèôðû. Óêàçàííîå äåéñòâèå 

ïðèìåíÿåì ïîâòîðíî ê ïîëó÷åí-

íîìó ðåçóëüòàòó, ïîêà ýòîò 

ðåçóëüòàò ïðåâûøàåò 11. Åñëè 

À äåëèòñÿ íà 11 áåç îñòàòêà, 

òî â êîíöå âñåãäà ïîëó÷èì 0. 

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: 

åñëè â êîíöå ïîëó÷èì 0, òî À 
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äåëèòñÿ íà 11 áåç îñòàòêà, à 

÷àñòíîå ýòîãî äåëåíèÿ − ÷èñëî, 
ñîñòàâëåííîå èç âû÷åðêíóòûõ 

öèôð â îáðàòíîì ïîðÿäêå.  

Ïðèìåð 1. Ïðîèëëþñòðèðóåì

îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ïðè ïðî-

âåðêå äåëèìîñòè ÷èñëà 358897 íà 

÷èñëî 11. Ñëåäóÿ îïèñàíèþ, ïîëó÷èì 

ñõåìó, ïðåäñòàâëåííóþ íèæå, ãäå 

ïåðåä êàæäûì øàãîì àëãîðèòìà 

ïîä÷¸ðêíóòû âû÷åðêíóòûå öèôðû. 

358897

7

35882

2

3586

6

352

2

33

3

0

−

−

−

−

−

Â êîíöå ïîëó÷àåòñÿ 0, çíà÷èò, 

÷èñëî 358897 äåëèòñÿ íà 11 áåç îñ-

òàòêà, à ÷àñòíîå ðàâíî ÷èñëó, ñî-

ñòàâëåííîìó èç âû÷åðêíóòûõ öèôð: 

358897 11 32627.= ⋅

Ïðèñòóïèì ê îáîáùåíèþ è îáîñ-

íîâàíèþ îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà 

äëÿ ÷èñåë âèäà 10 1n +  (çàêàí÷è-

âàþùèõñÿ öèôðîé 1). 

Ïóñòü n è N − íàòóðàëüíûå ÷èñ-

ëà, k − öèôðà, m − äåëèòåëü ÷èñëà 

10 1n + . Ðàññìîòðèì äåëèìîñòü ÷è-

ñåë 10N k+  è N nk−
 íà ÷èñëî 

10 1n + . Çàìåòèì, ÷òî 

( ) ( ) ( )10 10 10 1 .N k N nk k n+ − − = + (1)

Èç ðàâåíñòâà (1) è èç òîãî, ÷òî 

÷èñëà 10 1n +  è 10 − âçàèìíî ïðî-

ñòûå, ñëåäóåò, ÷òî åñëè ÷èñëî 

N nk−
 äåëèòñÿ íà m áåç îñòàòêà, òî 

÷èñëî 10N k+   äåëèòñÿ íà m. Âåðíî 

è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. 

Ïóñòü ÷èñëî 10 +N k  äåëèòñÿ íà 

10 1n + . Òîãäà 

( )
1
,10 10 1N k n P+ = + ⋅  (2) 

( ) .210 1N nk n P− = + ⋅         (3) 

Èç ðàâåíñòâ (1), (2) è (3) ïîëó-

÷èì:

1 2
10P P k.= +

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì äåëè-

ìîñòè äàííîãî ÷èñëà íà 10 1.n +

Ïîñëåäíþþ öèôðó äàííîãî 
÷èñëà À óìíîæàåì íà n  è ðå-
çóëüòàò îòíèìàåì îò ÷èñëà, 
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç À âû-
÷¸ðêèâàíèåì ïîñëåäíåé öèôðû. 
Óêàçàííîå äåéñòâèå ïîâòîðÿåì 
ïî îòíîøåíèþ ê ïîëó÷åííîìó 
ðåçóëüòàòó, ïîêà ðåçóëüòàò 
ïðåâûøàåò 10 1.n +  Åñëè À äå-
ëèòñÿ íà 10 1n + , òî â êîíöå ïî-

ëó÷èì 0, à ÷àñòíîå ýòîãî äåëå-
íèÿ ðàâíî ÷èñëó, ñîñòîÿùåìó èç 
âû÷åðêíóòûõ öèôð â îáðàòíîì 
ïîðÿäêå. Åñëè ðåçóëüòàò íå ðà-
âåí 0, òî À íå äåëèòñÿ íà 
10 1n +  áåç îñòàòêà, íî ÍÎÄ ðå-
çóëüòàòà è 10 1n +  ðàâåí ÍÎÄ À 

è 10 1.n +
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Ïðèâåä¸ì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ 

äàííîãî àëãîðèòìà. 

Ïðèìåð 2. ×òîáû ïðîâåðèòü äå-

ëèìîñòü ÷èñëà 775434  íà ( )31 3 ,n=

äàííîå ÷èñëî ïðåäñòàâèì â âèäå 

10N k+ , ãäå k − öèôðà 

( ) ,77543 10 4⋅ +  è ïîñëåäîâàòåëüíî 

ïðèìåíèì ôîðìóëó 3N k−

( )77543 3 4− ⋅  äî òåõ ïîð, ïîêà â ðå-

çóëüòàòå íå ïîëó÷èì ÷èñëî, íå ïðå-

âîñõîäÿùåå ÷èñëî 31. Ïåðåä êàæäûì 

øàãîì àëãîðèòìà ïîä÷¸ðêíóòû âû-

÷åðêíóòûå öèôðû. 

775434

12

77531

3

7750

0

775

15

62

6

0

−

−

−

−

−

Ðåçóëüòàò 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî 
÷èñëî 775434 áåç îñòàòêà äåëèòñÿ íà 
31, à ÷àñòíîå ðàâíî ÷èñëó, ñîñòîÿ-
ùåìó  èç  âû÷åðêíóòûõ öèôð, ò. å. 

775434 31 25014.= ⋅

Ïðèìåð 3. Ïðîâåðèòü äåëèìîñòü  

÷èñëà 67483  íà ( )
.91 9n=

Ïðåäñòàâèì 67483  â âèäå 

10N k+ ( )674810 3⋅ +  è ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïðèìåíèì ôîðìóëó 

( ) ,9 6748 3 9N k− − ⋅  ïîêà ðåçóëüòàò 

ïðåâûøàåò 91:

67483

27

6721

9

663

27

39

−

−

−

Òàê êàê ðåçóëüòàò íå 0, çíà÷èò, 
÷èñëî 67483 íå äåëèòñÿ íà 91, íî  

ÍÎÄ ( )67483, 91 =ÍÎÄ ( )39, 91 13.=

Ïðèìåð 4. Íàéòè íàèìåíüøåå 
÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ ÷èñëîì 
6914, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 41. 

Ïóñòü 6941n − èñêîìîå ÷èñëî. 

Òîãäà ïîëó÷àåì ñõåìó: 

6914

16

675

20

47

28

( 3)6

24

0

n

n

n

n

−

−

−

−

−

Çíà÷èò, 3 24, 27,n n− = =  îòâåò: 

276914 41 6754= ⋅ .

2. Äåëåíèå íà ÷èñëà âèäà 10 1n −

Îïèñàíèå àëãîðèòìà íà÷í¸ì ñ 
ïðèìåðà ïðîâåðêè äåëèìîñòè íåêîòî-
ðîãî ÷èñëà À íà 9. Ïîñëåäíþþ öèôðó 
À ïðèáàâèì ê ÷èñëó, ïîëó÷àþùåìóñÿ 
èç À âû÷¸ðêèâàíèåì ïîñëåäíåé öèô-
ðû. Óêàçàííîå äåéñòâèå ïîâòîðÿåì ïî 
îòíîøåíèþ ê ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòà-
òó äî òåõ ïîð, ïîêà  ðåçóëüòàò ïðå-
âûøàåò 9. Åñëè À äåëèòñÿ íà 9 áåç 

îñòàòêà, òî â êîíöå  ïîëó÷èì 9.  Âåðíî 
è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè â êîíöå 
ïîëó÷èì 9, òî À äåëèòñÿ íà 9 áåç îñ-
òàòêà, à ÷àñòíîå ýòîãî äåëåíèÿ ïîëó-
÷èì,  åñëè äîáàâèì 1 ê ÷èñëó, ñîñòîÿ-
ùåìó èç öèôð, ðàâíûõ äîïîëíåíèÿì 
äî  äåâÿòè ïîä÷¸ðêíóòûõ öèôð â òîì 
æå ïîðÿäêå. 
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Ïðèìåð 5. Ïðîèëëþñòðèðóåì

îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ïðè ïðî-

âåðêå äåëèìîñòè 446742 íà 9. Äåéñò-

âóÿ òàê, êàê áûëî îïèñàíî âûøå, 

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñõåìó (ïåðåä 

êàæäûì øàãîì àëãîðèòìà ïîä÷¸ðê-

íóòû âû÷åðêíóòûå öèôðû): 

446742

2

44676

6

4473

3

450

0

45

5

9

+

+

+

+

+

Òàê êàê â êîíöå ïîëó÷àåòñÿ 9, 
çíà÷èò, ÷èñëî 446742 äåëèòñÿ íà 9 áåç 
îñòàòêà, à ÷àñòíîå ðàâíî ÷èñëó, ñî-

ñòàâëåííîìó èç öèôð 9 5 4,− =

9 0 9, 9 3 6, 9 6 3,− = − = − = 9 2 1 8,− + =

ò. å. 446742 9 49638= ⋅ .
Ïðèñòóïèì ê îáîáùåíèþ è îáîñ-

íîâàíèþ âûøåîïèñàííîãî àëãîðèòìà 
äëÿ ÷èñåë âèäà 10 1n −

 (çàêàí÷èâàþ-
ùèõñÿ öèôðîé 9). 

Ïóñòü n è N − íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 

k − öèôðà, m − äåëèòåëü ÷èñëà 

10 1.n −
 Ðàññìîòðèì äåëèìîñòü ÷èñåë 

10N k+  è N nk+  íà ÷èñëî 10 1n −
.

Çàìåòèì, ÷òî 

( ) ( ) ( )10 10 = 10 1N nk N k n k.+ − + −   (4) 

Èç ðàâåíñòâà (4) è èç òîãî, ÷òî 

÷èñëà 10 1n −
 è 10 âçàèìíî ïðîñòûå, 

ñëåäóåò, ÷òî åñëè ÷èñëî N nk+  äå-
ëèòñÿ íà m áåç îñòàòêà, òî ÷èñëî 

10N k+  òîæå äåëèòñÿ íà m. Âåðíî è 
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. 

Ïóñòü ÷èñëî 10N k+  äåëèòñÿ íà 

10 1n −
. Òîãäà 

( ) ,

1
10 10 1N k n P+ = − ⋅      (5) 

( )
.

2
10 1N nk n P+ = − ⋅   (6) 

Èç ðàâåíñòâ (4), (5) è (6) ïîëó÷èì 

1 2
10P P k.= −

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì äåëèìî-
ñòè íà 10 1n −

.

Ïîñëåäíþþ öèôðó äàííîãî 
÷èñëà À óìíîæèì íà n è ðåçóëü-
òàò ïðèáàâèì ê ÷èñëó, êîòîðîå 
ïîëó÷àåòñÿ èç À âû÷¸ðêèâàíèåì 
ïîñëåäíåé öèôðû. Óêàçàííîå äåé-
ñòâèå ïîâòîðÿåì ïî îòíîøåíèþ 
ê ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó, ïîêà 
îí ïðåâûøàåò 10 1.n −

Åñëè À äå-
ëèòñÿ íà 10 1,n − òî â êîíöå ïî-

ëó÷èì 10 1,n −  à ÷àñòíîå ýòîãî 

äåëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè äîáà-
âèòü 1 ê ÷èñëó, ñîñòîÿùåìó èç 
öèôð, ðàâíûõ äîïîëíåíèÿì äî 9 
âû÷åðêíóòûõ öèôð â îáðàòíîì 
ïîðÿäêå. Åñëè ðåçóëüòàò íå ðà-
âåí 10 1,n −  òî À íå äåëèòñÿ íà 

10 1n −
  áåç îñòàòêà, íî ÍÎÄ ðå-

çóëüòàòà è 10 1n −
 ðàâåí ÍÎÄ À 

è 10 1.n −

Ïðèâåä¸ì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ 
äàííîãî àëãîðèòìà. 

Ïðèìåð 6. ×òîáû ïðîâåðèòü äåëè-

ìîñòü ÷èñëà 681283 íà ( ) ,19 2n=

681283 ïðåäñòàâèì â âèäå 10N k,+

ãäå k − öèôðà ( ) ,6812810 3⋅ +  è ïîñëå-

äîâàòåëüíî ïðèìåíèì ôîðìóëó 

N nk+ ( ) ,68128 2 3+ ⋅  ïîêà â ðåçóëü-

òàòå íå ïîëó÷èì ÷èñëî, íå ïðåâîñõî-
äÿùåå ÷èñëî 19. Ïåðåä êàæäûì øàãîì 
àëãîðèòìà ïîä÷¸ðêíóòû âû÷åðêíóòûå 
öèôðû.    

681283

6

68134

8

6821

2

684

8

76

12

19

+

+

+

+

+
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 Ðåçóëüòàò 19 ïîêàçûâàåò, ÷òî 
÷èñëî 681283 äåëèòñÿ íà 19 áåç îñ-
òàòêà, à ÷àñòíîå ðàâíî ÷èñëó, ñî-

ñòîÿùåìó èç öèôð 9 6 3,− =

9 4 5, 9 1 8, 9 4 5, 9 3 1 7,− = − = − = − + =

ò. å. 681283 19 35857.= ⋅

Ïðèìåð 7. Ïðîâåðèòü äåëèìîñòü 

÷èñëà 1844761 íà ( )
.69 7n=

Ïðåäñòàâèì 1844761 â âèäå 

10N k+ : 1844761 184476 10 1= ⋅ +  è 
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ôîðìóëó 

( ),184476 7 1 184483N nk+ + ⋅ =  ïîêà 

ðåçóëüòàò ïðåâûøàåò 69:  

1844761 

7

184483  

21

18469

63

1909

63

253

21

46

+

+

+

+

+

Òàê êàê ðåçóëüòàò íå 69, çíà÷èò, 
÷èñëî 1844761 íå äåëèòñÿ íà 69, íî 

ÍÎÄ (1844761, 69)=ÍÎÄ (46, 69)=23.
Ïðèìåð 8. Íàéòè íàèìåíüøåå 

÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ ÷èñëîì 
72655, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 19.  

Ïóñòü  èñêîìîå ÷èñëî 72655n .
Òîãäà  ïîëó÷àåì ñõåìó:  

( )

72655

10

7275

10

737

14

87

14

2 2

4

6

n

n

n

n

n

n

+

+

+

+

+

+

+

Çíà÷èò, 6 19,n + =  ò. å. 13n = .

Îòâåò: 1372655 19 72245= ⋅ .

Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûå  âûøå 

àëãîðèòìû ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè 

äåëåíèè íà ÷èñëà,  îêàí÷èâàþùèå-

ñÿ öèôðàìè 3 è 7 (òàê êàê 

…3 3 ...9, ...7 3 ...1⋅ = ⋅ = ).

Ïðèìåð 9.  Ñ öåëüþ ïðîâåðêè 

äåëèìîñòè 602693 íà 13 ïðèìåíèì 

àëãîðèòì äåëåíèÿ äàííîãî ÷èñëà íà 

÷èñëî 39, òàê êàê 13 3 39⋅ =  (ò. å. 

4n = ). Åñëè äàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ 

íà 13, òî â êîíöå äîëæíî áûòü 0, 13 

èëè 26.    

602693

12

60281

4

6032

8

611

4

65

20

26

+

+

+

+

+

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî 602693 

äåëèòñÿ íà  13. 

Ïðèìåð  10.  Ñ öåëüþ ïðîâåðêè 

äåëèìîñòè ÷èñëà 43673 íà 17 ïðè-

ìåíèì àëãîðèòì äåëåíèÿ äàííîãî 

÷èñëà íà ÷èñëî 17 3 51⋅ =  (òî åñòü 

5).n =

Åñëè äàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 

17, òî â êîíöå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ 

0, 17  èëè 34. 

43673

15

4352

10

425

25

17

−

−

−

Èòàê, ÷èñëî 43673 äåëèòñÿ íà 17. 
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3. Îïðåäåëåíèå ïåðèîäà â äåñÿòè÷íîé çàïèñè îáûêíîâåííîé äðîáè

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè çíàìåíàòåëü
îáûêíîâåííîé íåñîêðàòèìîé äðîáè 
ñîäåðæèò ïðîñòîé ìíîæèòåëü, 
îòëè÷íûé îò  2 è 5, òî òàêàÿ äðîáü 
ïðåâðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íóþ ïåðèî-
äè÷åñêóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü. 

Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì 
ïðåâðàùåíèÿ òàêîé îáûêíîâåííîé 
äðîáè â áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ 
äðîáü, áåç äåëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ íà 
çíàìåíàòåëü.  

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çíà-

ìåíàòåëü äðîáè èìååò âèä  10 9n + .

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà âèäà 10 9n +

÷èñëî 1n +  íàçîâ¸ì êîýôôèöèåíòîì 

÷èñëà 10 9n + . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, 

ïîñòðîåííàÿ ïî àëãîðèòìó, èçëî-
æåííîìó íèæå, íàçîâ¸ì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ÷èñëà 10 9.n +

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ÷ëåíà 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà 10 9n +

áåð¸òñÿ ëþáîå ÷èñëî âèäà 10m k,+

ìåíüøåå ÷èñëà 10 9n + , ãäå k − ëþ-

áàÿ öèôðà, à m − öåëîå ÷èñëî, 

0 m n≤ ≤  (ìîæíî íà÷èíàòü ñ 1). 

Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí, íà÷èíàÿ 
ñî âòîðîãî, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðåäøå-

ñòâóþùåìó ÷ëåíó 10m k+  ïî 

ôîðìóëå ( )1m n k+ +  (åñëè ÷ëåí −

îäíîçíà÷íîå ÷èñëî, òî 0m = ). 

Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äî òåõ 
ïîð, ïîêà ñíîâà íå ïîëó÷èòñÿ ïåð-
âûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 

Åñëè êàêîå-íèáóäü ÷èñëî, ìåíü-

øåå 10 9,n +  íå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì 

ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî 

ìîæíî âçÿòü åãî â êà÷åñòâå ïåðâîãî 

÷ëåíà è ïîñòðîèòü åù¸ îäíó ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü  ÷èñëà 10 9.n +

Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà 

ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. 

Ïóñòü 10 10 9.m k n+ < +

1. Êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè 10 9n +  ìåíüøå ÷èñëà 10 9.n +

Äåéñòâèòåëüíî,  

( )( )

( ) ( )

10 9 1

1 9 0,

n m n k

n m n k

+ − + + =

= − + + − >

òàê êàê 0,n m− ≥ 9 0,k− ≥  è äëÿ 

âûïîëíåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî íåðà-

âåíñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ,n m−

9 k−  îäíîâðåìåííî áûëè íå ðàâíû 

íóëþ.

2. ×ëåíû ðàçíûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ÷èñëà 10 9n +  íå ðàâíû. 

Ïóñòü   ( ) ( ) .
1 1 2 2

1 1m n k m n k=+ + + +

Òîãäà ( ) ( ) ( ) .1 2 2 11m m n k k− + −=  (1) 

ßñíî, ÷òî åñëè ,

1 2
k k=  òî 

1 2
m m= . Íî åñëè ,

1 2
k k≠  òî, òàê 

êàê 1,1 2k k− ≥  èç ðàâåíñòâà (1) ñëå-

äóåò 1 2 1,m m n− ≥ +  ÷òî íåâîçìîæíî 

ââèäó òîãî, ÷òî 
1 2

0 ,m m n≤ ≤ .

Èç ñâîéñòâ 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî 

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà âèäà 10 9n +  ñó-

ùåñòâóåò îäíà èëè íåñêîëüêî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ÷èñëà 10 9,n +  ïðè-

÷¸ì êàæäîå ÷èñëî, ìåíüøåå 10 9,n +

ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì òîëüêî îäíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà 10 9.n +
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3. Åñëè
1
r  è 

2
r − ïîñëåäîâàòåëü-

íûå ÷ëåíû íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ÷èñëà 10 9n +  (èëè 
2
r −

ïåðâûé ÷ëåí, à 
1
r − ïîñëåäíèé), òî 

2 1
10r r−  áåç îñòàòêà äåëèòñÿ íà ÷èñ-

ëî 10 9,n +  ïðè÷¸ì ÷àñòíîå ðàâíî 

ïîñëåäíåé öèôðå ÷èñëà .

1
r

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 
1

10r m k,= +

òîãäà
2

1r m n k= + ( + )   è  

( )

2 1
10 10 10 1

10 10 9

r r m n k

m k n k.

−

− −

− = + ( + )

= +

 (2) 

Òàê êàê 10 9n +  è 10  âçàèìíî 

ïðîñòûå ÷èñëà, èç ðàâåíñòâà 2 ñëå-

äóåò ñëåäóþùåå  ñâîéñòâî. 

4. Åñëè íåêîòîðûé ÷ëåí ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ÷èñëà 10 9n+  (íà-

ïðèìåð 
1
r ) áåç îñòàòêà äåëèòñÿ íà 

êàêîé-íèáóäü äåëèòåëü ÷èñëà 

10 9,n +  òî âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (â ÷àñòíîñòè 
2
r ) äå-

ëÿòñÿ íà ýòîò äåëèòåëü.  

Ïóñòü a − äåëèòåëü ÷èñëà 

10 9n +  (10 9n a q+ = ⋅ ), N − íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, k − öèôðà. Òîãäà 

èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè ïðè äåëåíèè 

÷èñëà 10N k+  íà 10 9n +  ÷àñòíîå 

ðàâíî ,

1
P  à îñòàòîê ,

1
r  à ïðè äåëå-

íèè ÷èñëà ( )1N n k+ +  íà 10 9n +

÷àñòíîå ðàâíî ,

2
P  à îñòàòîê ,

2
r  òî â 

íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà 

10 9n +  ÷èñëî 
1
r  ïðåäøåñòâóåò ÷èñ-

ëó
2
r  è 

1 2 1
10P P k k= ⋅ − + , ãäå 

1
k −

ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà 
1
r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì ðà-

âåíñòâî ( )
2 2

1 10 9)N n k n P r+ + = ( + +

íà 10 è èç ðåçóëüòàòà âû÷òåì 

,

1 1
10 10 9)N k n P r+ = ( + +  ïîëó÷èì:

( ) ( )

( ) ( ) .1 2 12

10 9 10 9

10 10

n k n

P P r r

+ = +

− + −

×

×

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî 
2 1

10r r−  áåç 

îñòàòêà äåëèòñÿ íà 10 9,n +  è, òàê 

êàê ÷èñëà 
2
r  è 

1
r  ìåíüøå 10 9,n +

÷àñòíîå − îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. 

Ïóñòü ,

1 1
10yr k= +  ãäå 

1
k − öèô-

ðà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( ) ,

2 1
1r y n k= + +

ïîëó÷àåì, ÷òî 

( ) ( )

,

12 1

1 1

1

10 10 1 10 +10
1

10 9 10 9

10 9

10 9

y n k y kr r

n n
nk k

k
n

+ + −−

= =

+ +

+

= =

+

ò. å. èìååì ïîñëåäíþþ öèôðó 

÷èñëà
1
r .

Òåîðåìà 2. Ïåðèîä  ïðàâèëü-

íîé äðîáè 
10 9

N

n +

 ïðè çàïèñè â 

âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðî-
áè ñîñòîèò èç ïîñëåäíèõ öèôð âñåõ 
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà 

10 9,n +  ñîäåðæàùèõ ÷èñëî N, â 

ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: íà÷èíàÿ ñ 
÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòîÿùå-
ãî ïåðåä N, äî ïåðâîãî ÷ëåíà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, çàòåì, ïðîäîë-
æàÿ ñ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äî ÷ëåíà ðàâíîãî N

âêëþ÷èòåëüíî.  
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÷èñëà 10 9n +  ñîäåð-

æèò ÷èñëî 
i

N r=  Òîãäà èç ðàâåíñòâà 

(2) èìååì:

( )1
10 10 9

i i
r r n k,

−

− = +

ãäå k − ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà .

i
r

Ïåðåïèøåì äàííîå ðàâåíñòâî â 

âèäå:   

( )

.

1

10 9 10 10 9 10

i
rN k

n n

−

= +

+ + ⋅

    (3)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 
ïåðâàÿ öèôðà ïåðèîäà ÷èñëà 

10 9

N

n +

 ðàâíà k, ò. å. ïîñëåäíåé 

öèôðå ÷èñëà 
i
r , à âòîðàÿ öèôðà 

ðàâíà ïåðâîé öèôðå ïåðèîäà ÷èñëà 

-1

10 9

i
r

n +

. Èñïîëüçóÿ ðåêóðñèâíûå 

ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû. 

Ñ öåëüþ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 

ïðèâåä¸ì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ. 

1. Åñëè çíàìåíàòåëü íåñîêðàòè-
ìîé îáûêíîâåííîé äðîáè çàêàí-
÷èâàåòñÿ öèôðîé 1, 3 èëè 7, òî, 
óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíèòåëü 
äðîáè ñîîòâåòñòâåííî íà 9, 3 èëè 7, 
ïîëó÷èì äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì, 

èìåþùèì âèä 10 9,n +  çàêàí÷èâàþ-

ùèìñÿ öèôðîé 9. 
2. Åñëè çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâåí

10
k

m⋅ , à m âçàèìíî ïðîñòîå ñ ÷èñ-

ëîì 10 è ñ ÷èñëèòåëåì äðîáè, òî òà-
êàÿ äðîáü ïðåâðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-
íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü, â êîòîðîé 
÷èñëî öèôð â ïðåäïåðèîäå ðàâíî k.

3. Åñëè çíàìåíàòåëü èìååò âèä

2 5
k n

m,⋅ ⋅  à m âçàèìíî ïðîñòîå ñ 

÷èñëîì 10 è ñ ÷èñëèòåëåì äðîáè, òî, 
óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü 

äàííîé äðîáè íà 2
n k−

 (åñëè n k> )

èëè íà  5
n k−

 (åñëè n k> ), ìû ñâå-

ä¸ì çàäà÷ó ê ïóíêòó 2. 

Ïðèâåä¸ì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ 
óêàçàííûõ âûøå àëãîðèòìîâ. 

Ïðèìåð  11.  Äðîáè 
5 11
,

19 19
 è 

17

19

ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîé äå-

ñÿòè÷íîé äðîáè. 

Ðåøåíèå. Ïîñòðîåíèå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ÷èñëà 19 íà÷í¸ì ñ 
÷èñëà 1. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî 1 â âè-

äå ( )10 0, 1m k m k+ = =  è ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå 

2m k+  äî òåõ ïîð, ïîêà çàíîâî íå 

ïîëó÷èì 1: 

1 2 4 8 16 13 7

14 9 18 17 15

11 3 6 12 5 10 1.

→ → → → → → →

→ → → → → →

→ → → → → → →

Â ñèëó òåîðåìû ïåðèîä ÷èñëà 

11

19
 ñîñòîèò èç ïîñëåäíèõ öèôð âñåõ 

÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ 

ñ 15 (÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåä 

÷ëåíîì 11), äî ïåðâîãî ÷ëåíà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, çàòåì, ïðîäîëæàÿ ñ 

ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè äî ÷ëåíà, ðàâíîãî 11, ò. å.:   

( )

11
0, 578947368421052631 .

19
=

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì: 

( )

5
0, 263157894736842105

19
=  è 

( )

17
0, 894736842105263157

19
= .

Ïðèìåð 12. Ñêîëüêî öèôð èìå-

åò ïåðèîä äåñÿòè÷íîé çàïèñè äðî-

áè  
14

69

?

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ÷èñëà 69, êîòîðàÿ íà÷è-

íàåòñÿ ñ ÷èñëà 14. ×èñëî 14 ïðåä-

ñòàâèì â âèäå ( )10 1, 4m k m k+ = = è

ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ïðåîáðà-

çîâàíèå 7m k,+  ïîêà ñíîâà íå ïîëó-

÷èì  ÷èñëî 14: 
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.

14 29 65 41 11 8 56 47

53 26 44 32 17 50 5

35 38 59 68 62 20 2 14

→ → → → → → → →

→ → → → → → → →

→ → → → → → → →

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîä ÷èñëà 
14

69

ñîñòîèò èç 22 öèôð, òî åñòü: 

( )
.2028985507246376811594

14
0,

69
=

Ïðèìåð 13. Äðîáè 
1 9 11
, ,

13 13 13

ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîé 

ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè.  

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì äàííûå 

äðîáè â âèäå: 

.

1 3 9 27 11 33
, ,

13 39 13 39 13 39
= = =

Ïîñòðîèì  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

÷èñëà 39, íà÷èíàþùóþñÿ ñ ÷èñëà 3. 

3 12 9 36 27 30 3.→ → → → → →

Ñëåäîâàòåëüíî,

(

1 3
0, 076923)

13 39
= =  è 

(

9 27
0, 692307)

13 39
= = .

×òîáû ïðåäñòàâèòü äðîáü  
11

13

 â 

âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, íåîáõîäèìî 

ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëà 

39, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà 33 

(òàê êàê ÷èñëî 33 îòñóòñòâóåò â óæå 

ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè): 

33 15 21 6 24 18 33.→ → → → → →

Ñëåäîâàòåëüíî, (

11 33
0, 846153).

13 39
= =

Ïðèìåð  14. Ïðåäñòàâèòü äðîáè 

7

52

 è 
36

65

  â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿ-

òè÷íîé äðîáè. 

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì äàííûå 

äðîáè: 
2

2 2 2

7 7 7 5 175

52 2 13 13 2 5 13 100

175 6 18
: 100 13 : 100 13 : 100

13 13 39

=

⋅

= = = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= =

:

36 36 36 2 72
10

65 5 13 130 13

7 21
5 : 10 5 : 10

13 39

⋅

= = = =

⋅

= =

.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

÷èñëà 39 ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ïî-

ëó÷èì:

( )

( )

:

7 18
13 : 100 13, 461538 100

52 39

0,13 461538

= = =

=

( )

( ).

36 21
5 : 10 5, 538461 : 10

65 39

0, 5 538461

= = =

=
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