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Ìàòåìàòèêà

Öåíòðû òÿæåñòè  
ìíîãîóãîëüíèêîâ 

Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè «Öåíòðû òÿæåñòè è 
ïëàíèìåòðèÿ», îïóáëèêîâàííîé â ïðîøëîì íîìåðå æóðíàëà. 

1. Êàê íàõîäèòü öåíòðû ìàññ ïðîèçâîëüíûõ ôèãóð

Ïîñëå òîãî êàê íàéäåí öåíòð 
òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà, ìîæíî íàéòè 
öåíòð òÿæåñòè è ïðîèçâîëüíîãî (íå 
îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî) ìíîãî-
óãîëüíèêà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî 
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçðåçàòü åãî 
íà òðåóãîëüíèêè. Ïðîùå âñåãî ýòî 
ñäåëàòü, ïðîâîäÿ äèàãîíàëè â ìíî-
ãîóãîëüíèêå, íå äîïóñêàÿ èõ ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò 
åãî âåðøèí, äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî 
âîçìîæíî  Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ 
ðàçáèåíèå ï-óãîëüíèêà íà n  2 
òðåóãîëüíèêà. 

.

Âîçüì¸ì ëþáóþ òðèàíãóëÿöèþ 
ìíîãîóãîëüíèêà, çàìåíèì êàæäûé 
òðåóãîëüíèê òî÷êîé, ðàñïîëîæåííîé 
â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí, ñ 
ìàññîé, ðàâíîé åãî ïëîùàäè, è ïîòîì 
íàéä¸ì öåíòð òÿæåñòè ïîñòðîåííûõ 
ìàññ óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì     
(ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîé ôîðìóëû). 
Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì âûøå àêñèîìàì, 
ïîëó÷åííàÿ òî÷êà è áóäåò öåíòðîì 
ìàññ äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðè-
ìåíÿÿ ðàçëè÷íûå òðèàíãóëÿöèè, ìû 
âñåãäà ïîëó÷èì îäèí è òîò æå ðå-
çóëüòàò. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè öåíòð ìàññ 
ïðîèçâîëüíîé, íî äîñòàòî÷íî «õîðî-
øåé» ïëîñêîé ôèãóðû ñ ðàâíîìåðíî 
ðàñïðåäåë¸ííîé ìàññîé, äîñòàòî÷íî 
âïèñàòü â ýòó ôèãóðó ï-óãîëüíèê, 
íàéòè åãî öåíòð ìàññ è âûïîëíèòü 
ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè ï, ñòðåìÿ-
ùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîä õîðîøåé 
ôèãóðîé çäåñü ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ 
ôèãóðà, äëÿ êîòîðîé óïîìÿíóòûé 
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ìîæíî ñòðîãî 
îáîñíîâàòü. Ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ 
â ýòè âîïðîñû, ñêàæåì òîëüêî, ÷òî 
õîðîøèìè ôèãóðàìè çàâåäîìî ÿâ-
ëÿþòñÿ âñå ôèãóðû, èçó÷àåìûå â 
ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, ò. å. ôè-
ãóðû, îãðàíè÷åííûå îòðåçêàìè 
ïðÿìûõ è/èëè äóãàìè îêðóæíîñòåé, 
à ïðèäóìàòü «íåõîðîøóþ» ôèãóðó  
íà ñàìîì äåëå òðóäíàÿ çàäà÷à.  

Óêàçàííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ 
öåíòðîâ ìàññ ïðèäóìàë Àðõèìåä. Îí 
óìåë ïðèìåíÿòü åãî äàæå äëÿ íå ñî-
âñåì ýëåìåíòàðíûõ ôèãóð, íàïðèìåð 
äëÿ ñåãìåíòîâ ïàðàáîëû. ×èòàòåëü, 
çíàêîìûé ñ òåîðèåé ïðåäåëîâ, ìîæåò 
ñàìîñòîÿòåëüíî ïîïðîáîâàòü ïîâòî-
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ðèòü ðåçóëüòàòû Àðõèìåäà, íàïðè-
ìåð, íàéòè öåíòð òÿæåñòè ñåêòîðà 
êðóãà ñ äàííûì óãëîì èëè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñåãìåíòà.  

Äëÿ óïðîùåíèÿ íàõîæäåíèÿ 
öåíòðîâ ìàññ ïðîèçâîëüíûõ ôèãóð 
ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü äâà ñâîéñòâà, 
êîòîðûå ìîæíî ïðèíÿòü çà àêñèîìû.  

Àêñ. 4. Åñëè ñèñòåìà ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê èìååò îñü ñèììåòðèè 
(ò. å. ïðÿìóþ, ïðè çåðêàëüíîì îòðà-
æåíèè îò êîòîðîé ñèñòåìà òî÷åê 
ïåðåõîäèò â ñàìó ñåáÿ), òî å¸ öåíòð 
ìàññ ëåæèò íà ýòîé îñè. 

Àêñ. 5. Åñëè ñèñòåìà ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê èìååò öåíòð âðàùåíèÿ 
(ò. å. òî÷êó, ïðè ïîâîðîòå âîêðóã êî-
òîðîé íà óãîë, ìåíüøèé 360 ãðàäóñîâ, 
ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñåáÿ), òî å¸ 
öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò å öåíòðîì 
âðàùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñèñòåìà 
òî÷åê èìååò öåíòð ñèììåòðèè, òî 
öåíòð ìàññ ñ íèì ñîâïàäàåò. 

Ýòè ñâîéñòâà â ñëó÷àå êîíå÷íîé 
ñèñòåìû òî÷åê ëåãêî âûòåêàþò èç 
àêñèîìû Àêñ. 0 è äîêàçàííîé âûøå 
âåêòîðíîé ôîðìóëû äëÿ öåíòðà ìàññ. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè çåðêàëüíîì îò-
ðàæåíèè èëè ïîâîðîòå ñèñòåìà ïå-
ðåõîäèò â ñåáÿ è ïîýòîìó å¸ öåíòð 
ìàññ îñòà¸òñÿ íà ìåñòå. Åñëè æå 

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óòâåðæäåíèÿ    
Àêñ. 4, 5 íå âåðíû è âîñïîëüçîâàòüñÿ 
óïîìÿíóòîé ôîðìóëîé (è òåîðåìàìè 
ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè), òî öåíòð 
ìàññ ïðè óêàçàííîì äâèæåíèè ïå-
ðåìåùàåòñÿ â äðóãóþ òî÷êó, ÷òî 
íåâîçìîæíî. Îäíàêî äëÿ áåñêîíå÷-
íûõ ñèñòåì òî÷åê âñ¸ íå òàê ïðîñòî 
õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà 
ìîæåò âîîáùå íå èìåòü öåíòðà ìàññ 
(êàê, íàïðèìåð, ïðÿìàÿ, ïîòîìó ÷òî 
îíà áåñêîíå÷íà â îáå ñòîðîíû, èëè 
ëó÷, ïîòîìó, ÷òî îí áåñêîíå÷åí â 
îäíó ñòîðîíó), ïîýòîìó óêàçàííûå 
ñâîéñòâà ìû ïðèíèìàåì çà àêñèîìû 
è â èõ ôîðìóëèðîâêó äîáàâëÿåì 
ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ó 
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû òî÷åê 
öåíòðà ìàññ. 

Èç óêàçàííûõ àêñèîì âûòåêàåò, 
íàïðèìåð, ÷òî êðóã ñ ðàâíîìåðíî 
ðàñïðåäåë¸ííîé ìàññîé èìååò öåíòð 
ìàññ, ñîâïàäàþùèé ñ öåíòðîì êðóãà, è 
òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ îêðóæíîñòè ñ 
ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåë¸ííîé ìàññîé. 

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû 
è äëÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ 
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¸ííîé ìàññîé è 
äëÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ 
ìàññîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¸ííîé 
ïî åãî ïåðèìåòðó. 

2. Áûñòðîå ïîñòðîåíèå öåíòðà ìàññ êîíå÷íîé ñèñòåìû òî÷åê

Ñîãëàñíî óêàçàííîìó âûøå âåê-
òîðíîìó ñïîñîáó âû÷èñëåíèÿ öåíòðà 
ìàññ ïî ôîðìóëå            

v  1v1  ...  nvn, i ,im

m
m  m1  ...  mn, 

ïîñòðîåíèå öåíòðà ìàññ öèðêóëåì è 
ëèíåéêîé (åñëè âåëè÷èíû ìàññ çàäà-
íû â âèäå äëèí äàííûõ n îòðåçêîâ) 
ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Âûáåðåì â êà÷åñòâå òî÷êè ïðè-
ëîæåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ òî÷êó, 
ñîâïàäàþùóþ ñ ïîëîæåíèåì îäíîé èç 
çàäàííûõ ìàññ. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, 
÷òî âåêòîð vn  0, è íå ó÷èòûâàòü åãî â 

âû÷èñëåíèÿõ. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè 
çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò çàìåíó n íà n  1. 
Âíà÷àëå ïîñòðîèì âñå ðàäè-
óñ-âåêòîðû mivi. Êàæäîå èç ýòèõ 
ïîñòðîåíèé (ñì. ðèñ. 1) òðåáóåò ïðî-
âåäåíèÿ 4 ëèíèé1, îäíà èç êîòîðûõ 
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì âåêòîðà vi, 
åñëè çàðàíåå ïðîâåäåíà ïîäõîäÿùàÿ 
ïðÿìàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O è 
îò òî÷êè O íà íåé îòëîæåíû îòðåçêè 
ñ äëèíàìè 1, mi, i  1 , . . . ,  n  1. 
Î÷åâèäíî, äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýòèõ ïî-
ñòðîåíèé òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè  

4(n  1)  n  1  5n  3 
ëèíèé. 

1 Çäåñü è äàëåå ïîä ëèíèÿìè ïîíèìàþòñÿ ïðÿìûå è îêðóæíîñòè. 
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Ðèñ. 1. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà 

÷èñëî. Çäåñü   , 1, ,ÀÂ v AE AD

.BE CD  Òîãäà AC v

Ïîòîì íóæíî âûïîëíèòü ñëîæå-
íèå n  1 ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ, ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðèáàâëÿÿ ïî âåêòîðó, 
èñïîëüçóÿ ïîñòðîåíèå ðèñ. 2. Äëÿ 
ýòîãî òðåáóåòñÿ åù¸ 2(n  2) ëèíèé. 
È â êîíöå íàäî ïîäåëèòü ïîëó÷åííûé 

âåêòîð íà ÷èñëî m1 ... mn 1. Äëÿ 
ýòîãî íóæíî åù¸ n  2 çàñå÷åê öèð-
êóëåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà äàííîé 
ïðÿìîé ñ åäèíè÷íûì îòðåçêîì îò-

ðåçêà äëèíû m1  ...  mn 1 è 4 ëèíèè 
äëÿ âûïîëíåíèÿ äåëåíèÿ (ñì. ðèñ. 3). 
Îáùåå ÷èñëî ïðîâåä¸ííûõ ëèíèé 
ðàâíî 8n  5. 

Íî åñòü áîëåå ýôôåêòèâíûé 
ñïîñîá. Íóæíî íà êàæäîì øàãå 
ñòðîèòü öåíòð ìàññ ñèñòåìû òî÷åê 
{m1, ..., mi} è îòðåçîê äëèíû m1  ...     
 mi â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî öåíòð 

ìàññ ñèñòåìû òî÷åê {m1, ..., mi 1} è 

îòðåçîê äëèíû m1 ... mi 1 óæå ïî-
ñòðîåíû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ÷åðåç 
òî÷êó mi ïðîâåñòè ïîäõîäÿùóþ ïðÿ-
ìóþ, îòëîæèòü íà íåé îò ýòîé òî÷êè 

îòðåçêè ñ äëèíàìè m1  ... mi 1 è mi 
äðóã çà äðóãîì (äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ 3 
ëèíèè, ïðè÷¸ì áóäåò ïîñòðîåí îòðå-
çîê äëèíû m1  ... mi) è ðàçäåëèòü 
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó mi ñ 
öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû òî÷åê {m1, ..., 

mi 1} â îòíîøåíèè (m1  ...  mi 1): mi, 
èñïîëüçóÿ ïîñòðîåíèå ðèñ. 3. Äëÿ 
ýòîãî òðåáóåòñÿ åù¸ 4 ëèíèè. Â èòîãå 
íà êàæäîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ 7 ëè-

íèé, à îáùåå èõ ÷èñëî ðàâíî 7(n — 2). 
Ýòîò ñïîñîá ïðåäïî÷òèòåëüíåå åù¸ è 
òåì, ÷òî âñå ïîñòðîåííûå âñïîìîãà-
òåëüíûå òî÷êè (öåíòðû ìàññ) ëåæàò â 
âûïóêëîé îáîëî÷êå äàííîé ñèñòåìû 
òî÷åê (çíà÷èò, íå òðåáóåòñÿ ïðîâî-
äèòü ñëèøêîì äëèííûõ ëèíèé). 

Íàéòè öåíòð ñèñòåìû n ðàâíûõ 
ìàññ (ò. å. öåíòðîèä) ìîæíî áûñòðåå. 
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàõîäèì ñóììó 
âñåõ âåêòîðîâ, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåíèå 
ðèñ. 2. 

Ðèñ. 2. Ïîñòðîåíèå ñóììû äâóõ 

âåêòîðîâ: AD AB AC  

À ïîòîì äåëèì ïîëó÷åííûé âåê-
òîð íà n. 

Äåëåíèå ìîæíî âûïîëíèòü òàê, 
êàê íà ðèñ. 3, åñëè âûáðàòü ïðîèç-
âîëüíûé îòðåçîê çà åäèíèöó èçìå-
ðåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü 
îòðåçîê äëèíû n. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü 
ñî ñëîæíîñòüþ O(logn) è äàæå ìåíü-
øåé (cì. [2]). 

Ðèñ. 3. Äåëåíèå îòðåçêà â äàí-   

íîì îòíîøåíèè   : . ,a b Çäåñü AD a    
  , . : :ED b CD BE Òîãäà AC BC a b

Â ñëó÷àÿõ n  3, 4, 6, 8 åñòü åù¸ 
áîëåå ïðîñòîå ïîñòðîåíèå. Äëÿ n  3 â 

A

B

D C

E

A

B

C

D

A
C

B

D

E
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ñòàòüå èç ïðåäûäóùåãî íîìåðà óæå 
óêàçûâàëîñü ïîñòðîåíèå ñëîæíîñòè 5. 

Äëÿ n  4 ïðèìåíÿåì óêàçàííûé 
âûøå îáùèé ñïîñîá, íî óìíîæåíèå 
ïîëó÷åííîãî âåêòîðà íà 1/4 âûïîë-
íÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåä¸ì 
îòðåçîê ÷åðåç åãî êîíöû, ïîäåëèì åãî 
ïîïîëàì è ïîäõîäÿùóþ åãî ïîëîâè- 
íó  åù¸ ïîïîëàì. Êàæäîå äåëåíèå 
ïîïîëàì ñïîñîáîì ðèñ. 4 òðåáóåò 
ïðîâåäåíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé è 
ïðÿìîé. 

Ðèñ. 4. Äåëåíèå îòðåçêà ïîïîëàì 

Îáùàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ äâóõ äå-
ëåíèé ðàâíà 7. Íî åñëè âûáðàòü â 
ïåðâîì äåëåíèè îêðóæíîñòè òàê, 
÷òîáû îíè îáå ïðîõîäèëè ÷åðåç 
êîíöû îòðåçêà, òî ïðè äåëåíèè ïî-
ïîëàì ïîëó÷åííîé åãî ïîëîâèíû 

ìîæíî ïðîâîäèòü îêðóæíîñòè òîãî 
æå ðàäèóñà, ïðè ýòîì îêðóæíîñòü ñ 
öåíòðîì â êîíöå îòðåçêà ñîâïàä¸ò c 
óæå ïðîâåä¸ííîé, è ñëîæíîñòü 
óìåíüøèòñÿ äî 6. Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü 
óêàçàííîãî ïîcòðîåíèÿ ðàâíà 10. 

Åñëè n  6, òî ó êàæäîé òðîéêè 
ñòðîèì öåíòð ñ ïîìîùüþ 5 ëèíèé, è 
îñòà¸òñÿ ïîäåëèòü ïîïîëàì îòðåçîê, 
ñîåäèíÿþùèé ïîñòðîåííûå äâå òî÷êè 
ñî ñëîæíîñòüþ 4. Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü 
óêàçàííîãî ïîñòðîåíèÿ ðàâíà 14. 

Äëÿ n  8 ïðèìåíÿåì îáùèé 
ñïîñîá, íî óìíîæåíèå ïîëó÷åííîãî 
âåêòîðà íà 1/8 âûïîëíÿåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïðîâåä¸ì îòðåçîê ÷å-
ðåç åãî êîíöû, ïîäåëèì åãî ïîïîëàì, 
ïîäõîäÿùóþ åãî ïîëîâèíó îïÿòü 
ïîïîëàì è ïîòîì  åù¸ ïîïîëàì. 
Óìíîæåíèå íà 1/4 âûïîëíÿëîñü, êàê 
óêàçàíî âûøå, ñî ñëîæíîñòüþ 6. 
Ïîñëåäíåå äåëåíèå ïîïîëàì òðåáóåò 
åù¸ äâóõ ëèíèé (â í¸ì èñïîëüçóåòñÿ 
ïîñòðîåííàÿ ðàíåå îêðóæíîñòü). 
Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü óêàçàííîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ðàâíà  

12  8  20. 

3. Áûñòðîå ïîñòðîåíèå öåíòðà ìàññ ìíîãîóãîëüíèêà

Îöåíèì ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ 
öåíòðà ìàññ n-óãîëüíèêà ïðè n > 4. 
Âûøå áûë óêàçàí îäèí ñïîñîá åãî 
ïîñòðîåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî 
ðàçðåçàòü åãî íà n  2 òðåóãîëüíèêà, 
ó êàæäîãî èç íèõ ïîñòðîèòü öåíòð 
ìàññ (ýòî äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 
5(n  2)), ïîñòðîèòü îòðåçêè, äëèíû 
êîòîðûõ ðàâíû ïëîùàäÿì ýòèõ 
òðåóãîëüíèêîâ (îòðåçîê åäèíè÷íîé 
äëèíû ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëü-
íî), è äàëåå ïîñòðîèòü öåíòð ìàññ 
ïîëó÷åííîé ñèñòåìû n  2 ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê (â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå 
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî äåëàåòñÿ ñî 
ñëîæíîñòüþ  

7((n  2)  2)  7(n  4)). 
Òàê êàê îáùåå ÷èñëî ñòîðîí ó n  2 
òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî 3(n  2), ïðè÷¸ì 
n ñòîðîí n-óãîëüíèêà ìîæíî ñ÷èòàòü 

çàäàííûìè, òîãäà ÷èñëî ñòîðîí n  2 
òðåóãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ âíóòðè 
n-óãîëüíèêà, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

(3(n  2)  n)/2  n  3. 
Ýòè ñòîðîíû ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðî-
âåäÿ n  3 îòðåçêà. Îñòà¸òñÿ îöåíèòü 
ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îòðåçêà, ðàâ-
íîãî ïëîùàäè äàííîãî òðåóãîëüíèêà. 
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ðåøèâ ñëåäóþ-
ùèå çàäà÷è. 

Çàäà÷à 1. Âûñîòó òðåóãîëüíèêà 
ìîæíî ïîñòðîèòü ñî ñëîæíîñòüþ 4. 

Óêàçàíèå. Ðàçäåëèòü îäíó èç åãî 
ñòîðîí ïîïîëàì ñî ñëîæíîñòüþ 3, 
ïîñòðîèòü íà ýòîé ñòîðîíå êàê íà 
äèàìåòðå îêðóæíîñòü, òîãäà òî÷êà å¸ 
ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãîé ñòîðîíîé ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâàíèåì âûñîòû, îïóùåí-
íîé íà ýòó ñòîðîíó ñîãëàñíî òîìó, ÷òî 
äèàìåòð âèäåí èç ëþáîé òî÷êè 
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îêðóæíîñòè ïîä ïðÿìûì óãëîì. 
Çàäà÷à 2. Óäâîåííóþ ïëîùàäü 

òðåóãîëüíèêà (ïðè ïîäõîäÿùåì âû-
áîðå åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëèí) ìîæíî 
ïîñòðîèòü ñî ñëîæíîñòüþ                  10.   

Óêàçàíèå. Îíà ðàâíà ïðîèçâå-
äåíèþ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó. Äëÿ 
âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ îòðåçêîâ 
ïðèìåíèòü ïðè¸ì ðèñ. 1. Åäèíè÷íûé 
îòðåçîê ìîæíî îòëîæèòü íà îñíîâà-
íèè (âûáðàâ åãî òàê, ÷òîáû îí áûë 
êîðî÷å îñíîâàíèÿ), íà áîêîâîé ñòî-
ðîíå îòëîæèòü âûñîòó, òîãäà îòðåçîê 
íà áîêîâîé ñòîðîíå, ðàâíûé ïðîèç-
âåäåíèþ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó, ñòðî-
èòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 6. 

Òåïåðü îêîí÷àòåëüíî ñëîæíîñòü 
ïîñòðîåíèÿ öåíòðà ìàññ ìîæíî îöå-
íèòü êàê 

(n  3)  5(n  2)  10(n  2)   
7(n  4)  23n  61. 

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá ïî-
ñòðîåíèÿ. Ðàçîáü¸ì n-óãîëüíèê (äëÿ 
ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îí âû-
ïóêëûé) íà ÷åòûð¸õóãîëüíèêè (è â 
ñëó÷àå íå÷¸òíîãî n åù¸ îäèí òðå-
óãîëüíèê). Äëÿ ýòîãî â ðàçáèåíèè íà 
n  2 òðåóãîëüíèêà îáúåäèíèì ïàðû 
òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé â 
÷åòûð¸õóãîëüíèêè. Â ñëó÷àå ÷¸òíîãî 
n ÷èñëî ïîëó÷åííûõ ÷åòûð¸õóãîëü-
íèêîâ ðàâíî n/2  1, à â ñëó÷àå íå-
÷¸òíîãî  (n  3)/2. Ïîñòðîèì ó 
êàæäîãî èç ýòèõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ 
öåíòð ìàññ ñïîñîáîì, óêàçàííûì â 
ïðåäûäóùåé ñòàòüå. Ñëîæíîñòü ýòîãî 
ïîñòðîåíèÿ ðàâíà 

 (n  3)  16(n/2  1)  9n  19 
(äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ÷¸òíî- 
ãî n). Ïîñòðîèì îòðåçêè, äëèíû êî-
òîðûõ ðàâíû ïëîùàäÿì ýòèõ ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêîâ. È, íàêîíåö, ïîñòðîèì 
öåíòð ìàññ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû   

ï/2  1 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñî 
ñëîæíîñòüþ 7(ï/2  3). Îñòà¸òñÿ 
îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñè-
ñòåìû îòðåçêîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ 
ïëîùàäÿì ïîñòðîåííûõ ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêîâ. 

Çàäà÷à 3. Óäâîåííóþ ïëîùàäü 
÷åòûð¸õóãîëüíèêà (ïðè ïîäõîäÿùåì 
âûáîðå åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëèí) 
ìîæíî ïîñòðîèòü ñî ñëîæíîñòüþ           16.   

Óêàçàíèå. Îïóñòèì íà äèàãîíàëü 
÷åòûð¸õóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðû 
èç êîíöîâ äðóãîé äèàãîíàëè. Óäâî-
åííàÿ ïëîùàäü ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ýòîé äèàãîíàëè 
íà ñóììó äëèí óêàçàííûõ ïåðïåí-
äèêóëÿðîâ. Ïîñòðîèòü îáà ïåðïåí-
äèêóëÿðà ìîæíî ñî ñëîæíîñòüþ 8. Íà 
îäíîé èç ñòîðîí ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 
îòêëàäûâàåì îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî 
ðàâíà ñóììå ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ. 
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñî ñëîæíîñòüþ 3. 
Íà äèàãîíàëè îòêëàäûâàåì îòðåçîê 
åäèíè÷íîé äëèíû ñî ñëîæíîñòüþ 1. 
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëè íà 
ñóììó ïåðïåíäèêóëÿðîâ ñòðîèòñÿ ñî 
ñëîæíîñòüþ 4 â âèäå îòðåçêà íà 
ñòîðîíå ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. 

Òåïåðü îêîí÷àòåëüíî ñëîæíîñòü 
ïîñòðîåíèÿ öåíòðà ìàññ ìîæíî îöå-
íèòü ïðè ÷¸òíîì ï êàê 

9ï  19  16(ï/2  1)   
7(ï/2  3) 20,5ï  56. 

Ïðè ï íå÷¸òíîì îöåíêà èìååò âèä: 

(ï  3)  8(ï  3)  5  7(ï  1 ) / 2    
 8 (ï   3)  10  20,5ï  39,5. 

Êàê âèäíî, âòîðîé ñïîñîá íå-
ñêîëüêî áîëåå ýôôåêòèâåí. 

Çàäà÷à 4.  Îöåíèòå äâóìÿ óêà-
çàííûìè ñïîñîáàìè ñëîæíîñòü  
ïîñòðîåíèÿ îòðåçêà, äëèíà êîòî-  
ðîãî ðàâíà ïëîùàäè äàííîãî 
ï-óãîëüíèêà. 
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