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òàêæå â ÔÌØ ¹18 ïðè ÌÃÓ (íûíå ÑÓÍÖ ÌÃÓ).

Öåíòðû òÿæåñòè è ñòåðåîìåòðèÿ 
Ñòàòüÿ çàâåðøàåò öèêë î ïðèìåíåíèè â ãåîìåòðèè ïîíÿòèÿ 

öåíòðà ìàññ. Â íåé ðàññêàçûâàåòñÿ î åãî èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðåøåíèÿ 
íåêîòîðûõ çàäà÷ ñòåðåîìåòðèè, à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ êðàñèâàÿ 
òåîðåìà î öåíòðå ìàññ ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà. 

Öåíòðîèä òåòðàýäðà 

Ìíîãîå èç òîãî, ÷òî íàïèñàíî â 
ïðåäûäóùèõ ñòàòüÿõ î öåíòðàõ òÿ-
æåñòè, ìîæíî èç ïëîñêîñòè ïåðåíå-
ñòè áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé  â 
ïðîñòðàíñòâî. Âñå àêñèîìû îñòàþòñÿ 
áåç èçìåíåíèé1. 

Åñëè ÷åòûð¸õòî÷å÷íàÿ ñèñòåìà 
ðàâíûõ ìàññ ðàñïîëîæåíà â ïðî-
ñòðàíñòâå, òî îíà îáðàçóåò òåòðàýäð 
(íå îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíûé). Äëÿ 
òåòðàýäðà, àíàëîãè÷íî ñäåëàííîìó 
âûøå, ìîæíî îïðåäåëèòü òðè áèìå-
äèàíû. Òîãäà àíàëîãè÷íî óæå äîêà-
çàííîìó ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî 
öåíòðû âñåõ áèìåäèàí ñîâïàäàþò, 
ïðè÷¸ì ñîâïàäàþò ñ öåíòðîèäîì òåò-
ðàýäðà (ñì. ðèñ. 1). Äëÿ òåòðàýäðà ýòà 
òåîðåìà âûãëÿäèò äàæå áîëåå åñòå-
ñòâåííî, ÷åì äëÿ ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. 

Ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå ìå-
äèàííûå ïëîñêîñòè òåòðàýäðà. Òàê 
íàçûâàþò ëþáóþ èç 6 ïëîñêîñòåé, 
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ðåáðî òåòðàýäðà è 
ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæíîãî ðåáðà. 

Ðèñ. 1. Öåíòðîèä òåòðàýäðà 
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ 
áèìåäèàí 

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå 
ìåäèàííûå ïëîñêîñòè ïåðåñå-
êàþòñÿ â öåíòðîèäå òåòðà- 
ýäðà è êàæäàÿ ìåäèàííàÿ ïëîñ- 

1 Êðîìå àêñèîì 4, 5, êîòîðûå ïðèä¸òñÿ íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàòü. Âìåñòî îñè 
ñèììåòðèè íàäî âçÿòü ïëîñêîñòü ñèììåòðèè, ïîä âðàùåíèåì íàäî ïîíèìàòü âðà-
ùåíèå âîêðóã îñè, à öåíòð ñèììåòðèè òàê è îñòà¸òñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè. 
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êîñòü äåëèò îáú¸ì òåòðàýäðà 
ïîïîëàì. 

Óêàçàíèå. Ìåäèàííàÿ ïëîñêîñòü 
ñîäåðæèò áèìåäèàíó. Ïåðïåíäèêó-
ëÿðû, îïóùåííûå íà ìåäèàííóþ 
ïëîñêîñòü èç êîíöîâ ïðîòèâîïîëîæ-
íîãî ðåáðà, ðàâíû. 

Òåîðåìà î ñðåäèííîì òðåóãîëü-
íèêå òàêæå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà 
ñëó÷àé òåòðàýäðà (ñì. ðèñ. 2). 

Ðèñ. 2. Òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè â 
öåíòðîèäàõ ãðàíåé òåòðàýäðà 

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî 
öåíòðû ãðàíåé òåòðàýäðà îá-
ðàçóþò òåòðàýäð, ãîìîòå-
òè÷íûé áîëüøåìó ñ êîýôôèöè-
åíòîì 3 îòíîñèòåëüíî îáùåãî 
öåíòðîèäà îáîèõ òåòðàýäðîâ.     
Â ýòîì öåíòðå ïåðåñåêàþòñÿ âñå 
ìåäèàíû òåòðàýäðà è äåëÿòñÿ 
èì â îòíîøåíèè 3:1. 

Óêàçàíèå. Åñëè çàìåíèòü ìàññó â 
êàæäîé âåðøèíå íà òðè ðàâíûå, òî 
öåíòð ìàññ ñèñòåìû íå èçìåíèòñÿ. 
Åñëè åãî âû÷èñëÿòü, çàìåíÿÿ òðè 
ìàññû, ëåæàùèå â îäíîé ãðàíè, íà å¸ 
öåíòð, òî ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà èç ÷å-
òûð¸õ óòðîåííûõ ìàññ, ðàñïîëî-
æåííûõ â âåðøèíàõ ñðåäèííîãî òåò-
ðàýäðà. Ó íå¸ öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ 

öåíòðîì ìàññ èñõîäíîé ñèñòåìû. Åñëè 
æå â èñõîäíîé ñèñòåìå çàìåíèòü 
ëþáûå òðè ìàññû èç îäíîé ãðàíè íà 
óòðîåííóþ ìàññó, ðàñïîëîæåííóþ â 
öåíòðå ýòîé ãðàíè, òî äëÿ íàõîæäå-
íèÿ öåíòðà ìàññ èñõîäíîé ñèñòåìû 
ñîãëàñíî àêñèîìå 2 íàäî áóäåò îòðå-
çîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó ñ öåí-
òðîì ðàññìîòðåííîé ïðîòèâîïîëîæ-
íîé ãðàíè (åãî ìîæíî íàçâàòü ìå-
äèàíîé òåòðàýäðà, ïðîâåä¸ííîé ê 
ýòîé ãðàíè), ðàçäåëèòü â îòíîøåíèè 
3 : 1 (òî÷êà äåëåíèÿ ðàñïîëîæåíà 
áëèæå ê ðàññìàòðèâàåìîé ãðàíè, ÷åì 
ê ïðîòèâîïîëîæíîé ê íåé âåðøèíå). 
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå 4 ìåäèàíû 
òåòðàýäðà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé 
òî÷êå, äåëÿòñÿ â íåé â îòíîøåíèè 3 : 1, 
è ýòà òî÷êà åñòü öåíòðîèä òåòðàýäðà 
(ñì. ðèñ. 3). 

Ðèñ. 3. Åù¸ îäèí ñïîñîá íàõîæ-
äåíèÿ öåíòðà ÷åòûð¸õ ðàâíûõ ìàññ: 
îí ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ 
ìåäèàí òåòðàýäðà 

Çàäà÷à 3. Êàêèå áàðèöåíòðè-
÷åñêèå êîîðäèíàòû èìååò öåí-
òðîèä òåòðàýäðà îòíîñèòåëüíî 
ýòîãî òåòðàýäðà? 

Îòâåò. (1:1:1:1). 

Öåíòð ìàññ ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà
Äîêàæåì, ÷òî îí íàõîäèòñÿ â 

öåíòðå øàðà, âïèñàííîãî â ñðåäèí-
íûé òåòðàýäð (ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ 
ñòåðåîìåòðè÷åñêèì àíàëîãîì òåî-

ðåìû î öåíòðå ìàññ ïåðèìåòðà òðå-
óãîëüíèêà). 

Ñíà÷àëà íàïîìíèì íåêîòîðûå 
èçâåñòíûå ôàêòû èç ãåîìåòðèè òåò-
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ðàýäðà (äëÿ òåõ, êòî èõ íå çíàåò, îíè 
ïðåâðàùàþòñÿ â çàäà÷è, ðåøåíèÿ 
êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â ëþáîì õî-
ðîøåì êóðñå ñòåðåîìåòðèè, íàïðè-
ìåð [2]). Íàïîìíèì, ÷òî áèññåê-
òðèñîé òð¸õãðàííîãî óãëà 
íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, îáðàçóþùàÿ 
ðàâíûå óãëû ñ ð¸áðàìè òð¸õãðàííîãî 
óãëà. Áèññåêòðàëüíîé ïëîñêî-
ñòüþ äâóãðàííîãî óãëà íàçûâàåòñÿ 
ïëîñêîñòü, îáðàçóþùàÿ ñ åãî ãðàíÿìè 
ðàâíûå äâóãðàííûå óãëû. 

Çàäà÷à 4. Ëþáàÿ òî÷êà áèñ-
ñåêòðèñû òð¸õãðàííîãî óãëà 
ðàâíîóäàëåíà îò åãî ãðàíåé. 

Ñëåäóþùèå òðè çàäà÷è èñïîëü-
çîâàòüñÿ äàëåå íå áóäóò è ïðèâîäÿòñÿ 
òîëüêî äëÿ ïîëíîòû. 

Çàäà÷à 5. Ëþáàÿ òî÷êà áèñ-
ñåêòðàëüíîé ïëîñêîñòè äâóõ-
ãðàííîãî óãëà ðàâíîóäàëåíà îò 
åãî ãðàíåé. 

Çàäà÷à 6. Áèññåêòðèñà òð¸õ-
ãðàííîãî óãëà ñîâïàäàåò ñ ïåðå-
ñå÷åíèåì åãî áèñññåêòðàëüíûõ 
ïëîñêîñòåé. 

Äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííîé âûøå 
òåîðåìû î öåíòðå ìàññ ïîâåðõíîñòè 
òåòðàýäðà, ïðèâåä¸ííîå â [1], îñíî-
âûâàëîñü íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå 
âïèñàííîãî øàðà è íåêîòîðûõ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ. 

Çàäà÷à 7. Öåíòð âïèñàííîãî 
øàðà òåòðàýäðà íàõîäèòñÿ â 
åäèíñòâåííîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ 
åãî øåñòè áèññåêòðàëüíûõ 
ïëîñêîñòåé. 

Äàëåå áóäåò ïðèâåäåíî äðóãîå 
äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà äðó-
ãîì ñâîéñòâå âïèñàííîãî øàðà. Îíî 
èìååò ïðåèìóùåñòâî, â ÷àñòíîñòè,  â 
òîì, ÷òî áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíå-
íèé ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî  íà ïðî-
èçâîëüíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. 

Çàäà÷à 8. Öåíòð âïèñàííîãî 
øàðà òåòðàýäðà íàõîäèòñÿ â 
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ 
åãî òð¸õãðàííûõ óãëîâ. 

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ 
ñòåðåîìåòðè÷åñêèì àíàëîãîì èç-

âåñòíîãî ñâîéñòâà, êàñàþùåãîñÿ äå-
ëåíèÿ áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà 
ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû, è èíòå-
ðåñíà ñàìà ïî ñåáå. 

Çàäà÷à 9. Áèññåêòðèñà óãëà 
òåòðàýäðà, îãðàíè÷åííîãî ãðà-
íÿìè ñ ïëîùàäÿìè Si, i  1, 2, 3,
ïîïàäàåò â òî÷êó ÷åòâ¸ðòîé 
ãðàíè, êîòîðàÿ îòíîñèòåëüíî 
òð¸õ å¸ âåðøèí èìååò áàðèöåí-
òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû S1: S2: S3. 

Ðèñ. 4. Áèññåêòðèñà òð¸õãðàí-
íîãî óãëà ïðè âåðøèíå D òåòðàýäðà 
ÀÂÑD (ñ òðåìÿ ðàâíîâåëèêèìè 
ãðàíÿìè ïðè âåðøèíå Â)  

Óêàçàíèå. Îáîçíà÷èì âåðøèíû 
òåòðàýäðà ÷åðåç À, Â, Ñ, D è ÷åðåç Ì  
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû 
òð¸õãðàííîãî óãëà D ñ ãðàíüþ ÀÂÑ 
(ñì. ðèñ. 4). Òàê êàê îáú¸ì òåòðàýäðà 
ðàâåí òðåòè ïðîèçâåäåíèÿ ïëîùàäè 
îñíîâàíèÿ íà äëèíó âûñîòû, à âû-
ñîòû, îïóùåííûå èç Ì íà áîêîâûå 
ãðàíè òåòðàýäðà ÀÂÑD, ñîãëàñíî 
ñâîéñòâó áèññåêòðèñû ðàâíû, òî îò-
íîøåíèå îáú¸ìîâ òåòðàýäðîâ 
V(DÂÑÌ) : V(DÀÑÌ) : V(DÀÂÌ) ðàâíî 
îòíîøåíèþ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ 
S(DÂÑ) : S(DÀÑ) : S(DÀÂ), êîòîðîå 
áûëî îáîçíà÷åíî êàê S1 : S2 : S3. Íî ýòè 
òåòðàýäðû èìåþò îáùóþ âûñîòó, 
îïóùåííóþ íà îñíîâàíèÿ ÂÑÌ, ÀÑÌ, 
ÀÂÌ, îòíîøåíèå ïëîùàäåé ýòèõ òðå-
óãîëüíèêîâ òàêæå ðàâíî S1 : S2 : S3. 
Îñòà¸òñÿ ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå 
óòâåðæäåíèå: åñëè òî÷êà âíóòðè 
òðåóãîëüíèêà èìååò áàðèöåíòðè÷å-
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ñêèå êîîðäèíàòû ( 1 : 2 : 3), òî 
ïëîùàäè òð¸õ òðåóãîëüíèêîâ, íà 
êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ ýòîé òî÷êîé, 
îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó, êàê 1 : 2 : 3 
( i   ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïðîòè-
âîïîëîæíîãî âåðøèíå ñ ìàññîé mi), è 
îáðàòíî. 

Äîêàæåì íàêîíåö, ÷òî öåíòð òÿ-
æåñòè ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà íàõî-
äèòñÿ â öåíòðå øàðà, âïèñàííîãî â åãî 
ñðåäèííûé òåòðàýäð (ñì. ðèñ. 5). 

Ðèñ. 5. Øàð, âïèñàííûé â ñðå-
äèííûé òåòðàýäð, è ïîñòðîåíèå 
öåíòðà ìàññ ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà 

Çàìåíèì ãðàíè DÀÂ, DÂÑ, DÀÑ, 
ÀÂÑ íà ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ñ öåí-
òðàìè â èõ öåíòðàõ òÿæåñòè Ñ1, À1, 
Â1, D1 è ìàññàìè, ðàâíûìè èõ ïëî-
ùàäÿì. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäå-
íèþ öåíòðà òÿæåñòè òî÷åê Ñ1, À1, Â1, 
D1  âåðøèí ñðåäèííîãî òåòðàýäðà. 

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 

1. Æóêîâñêèé Í.Å. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà.    Ì.: URSS, 2011.
2. Ïîíàðèí ß.Ï. Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ, ò. 3.  Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2006.

 

Ïëîùàäè ãðàíåé DÀÂ, DÂÑ, DÀÑ, 
ÀÂÑ ïðîïîðöèîíàëüíû ïëîùàäÿì 
ãðàíåé D1À1Â1, D1Â1Ñ1, D1À1Ñ1, 
À1Â1Ñ1. Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìàññû ýòèõ òî÷åê ïðîïîð-
öèîíàëüíû ïëîùàäÿì ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ èì ãðàíåé îáðàçîâàííîãî èìè 
òåòðàýäðà À1Â1Ñ1D1 è äëÿ êðàòêîñòè 
èíäåêñû â îáîçíà÷åíèÿõ îïóñêàòü. 
Çàìåíèì òî÷êè À, Â, Ñ îäíîé òî÷êîé  
èõ öåíòðîì ìàññ Ì. Åñëè ïëîùàäè 
ãðàíåé DÂÑ, DÀÑ, DÀÂ îáîçíà÷èòü 
÷åðåç S1, S2, S3 ñîîòâåòñòâåííî, òî 
áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ýòîé 
òî÷êè îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà 
ÀÂÑ ñîãëàñíî çàäà÷å 2 áóäóò ðàâíû 
S1 : S2 : S3 (ò. å. îòíîøåíèå ïëîùàäåé 
òðåóãîëüíèêîâ ÌÂÑ, ÌÀÑ, ÌÀÂ 
ðàâíî îòíîøåíèþ ïëîùàäåé ãðàíåé 
DÂÑ, DÀÑ, DÀÂ). Áèññåêòðèñà 
òð¸õãðàííîãî óãëà D ïîïàäàåò â 
òî÷íîñòè â òî÷êó Ì. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, îòðåçîê ÌD ñîâïàäàåò ñ áèñ-
ñåêòðèñîé òð¸õãðàííîãî óãëà D. Íî 
ñîãëàñíî èñïîëüçóåìîé íàìè àê-
ñèîìàòèêå öåíòð òÿæåñòè òî÷åê À, Â, 
Ñ, D ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òÿæåñòè 
òî÷åê Ì, D è ïîýòîìó ëåæèò íà îò-
ðåçêå ÌD, ò. å. áèññåêòðèñå óãëà D. 
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî îí ëåæèò è 
íà áèññåêòðèñàõ òð¸õ äðóãèõ óãëîâ, à 
çíà÷èò, è íà òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Íî 
ýòà òî÷êà ñîãëàñíî çàäà÷å 7 ñîâïàäàåò 
ñ öåíòðîì âïèñàííîé â ðàññìàòðè-
âàåìûé òåòðàýäð ñôåðû, ÷òî è çà-
êàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 

Мудрые мысли   Мудрые мысли   Мудрые мысли 
Èç ïèñåì Ïåòðà Ëåîíèäîâè÷à Êàïèöû

... ß òâ¸ðäî âåðþ â èíòåðíàöèîíàëüíîñòü íàóêè è âåðþ â òî, ÷òî íàñòîÿùàÿ íà-
óêà äîëæíà áûòü âíå âñÿêèõ ïîëèòè÷åñêèõ ñòðàñòåé è áîðüáû, êàê áû å¸ òóäà íå 
ñòðåìèëèñü âîâëå÷ü, è ÿ âåðþ, ÷òî íàó÷íàÿ ðàáîòà, êîòîðóþ ÿ äåëàë âñþ æèçíü, 
åñòü äîñòîÿíèå âñåãî ÷åëîâå÷åñòâà, ãäå áû ÿ å¸ íè òâîðèë.
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