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Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ  

è ãðàôèêè ôóíêöèé 
Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ýëåìåíòàðíûì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ ôóíê-

öèé è îòûñêàíèþ ó èõ ãðàôèêîâ öåíòðîâ ñèììåòðèè. 

1. Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ôàêòû

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà ′A  íàçûâà-

åòñÿ ñèììåòðè÷íîé òî÷êå A îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè B  (öåíòðà ñèì-

ìåòðèè), åñëè òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ 

ñåðåäèíîé îòðåçêà ′
.AA

Òàê êàê ïðè ôèêñèðîâàííîì 

öåíòðå ñèììåòðèè B  äëÿ ëþáîé 

òî÷êè A  ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèí-

ñòâåííàÿ òî÷êà ′,A  ñèììåòðè÷íàÿ A  

îòíîñèòåëüíî òî÷êè ,B  ñîîòâåòñòâèå 

′→A A  çàäà¸ò îòîáðàæåíèå ΦB

ïëîñêîñòè íà ñåáÿ, êîòîðîå íàçûâà-

þò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé 

îòíîñèòåëüíî òî÷êè B . 

Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, êàê è

âñÿêîå îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè íà 
ñåáÿ, ïîòî÷å÷íî ïåðåäâèãàåò ôèãóðû 
íà ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâî-

ðèòü î ôèãóðå ′ =Φ ( ),BF F  ñèììåò-

ðè÷íîé äàííîé ôèãóðå F îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà Â. Åñëè ôèãóðà F îñ-
òà¸òñÿ íà ìåñòå ïðè âûïîëíåíèè 
öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-

íî òî÷êè B, ò. å. Φ =( ) ,B F F  òî îíà 

íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíî-
ñèòåëüíî ýòîé òî÷êè. 

Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ñåðåäèíû 
îòðåçêà ðàâíû ñðåäíåìó àðèôìå-
òè÷åñêîìó êîîðäèíàò åãî êîíöîâ, öåí-
òðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî 

òî÷êè Â ñ êîîðäèíàòàìè 0 0( ; )x y  õà-
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Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôå-
äðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî 
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ðàêòåðèçóåòñÿ ðàâåíñòâîì 

0 0( ; ) 0 0( ; ) (2 , 2 ).x y x y x x y yΦ = − −  (1) 

Äëÿ áóäóùèõ ïðèìåíåíèé îòìåòèì 

òàêæå, ÷òî îáðàç òî÷êè ( ; )A x y  ïðè 

ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå Π �

v
 íà âåêòîð 

=

�

( ; )x yv v v  çàäà¸òñÿ ñîîòíîøåíèåì: 

( ; )( ; ) ( ; ).
x yv v x yx y x v y vΠ = + +   (2) 

Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ôè-

ãóðà F îáû÷íî çàäà¸òñÿ êàê ìíîæå-

ñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ 

óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåë¸ííîìó óðàâ-

íåíèþ ( , ) 0.F x y =  Ïîýòîìó åñòåñò-

âåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êà-

êèì óðàâíåíèåì ìîæåò áûòü îïè-

ñàí îáðàç ′ = Φ

0 0( ; )( )x yF F  ôèãóðû 

F  ïðè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ñ 

öåíòðîì 0 0( ; ).x y  Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, 

÷òî òî÷êà ( ; )x y  ïðèíàäëåæèò ôè-

ãóðå ′F  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 

òî÷êà 

0 0( ; ) 0 0( ; ) (2 , 2 )x y x y x x y yΦ = − −  

ïðèíàäëåæèò ôèãóðå F, ò. å. âåðíî 

ðàâåíñòâî 

− − =0 0(2 , 2 ) 0.F x x y y        (3) 

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôèãóðà ′F

çàäà¸òñÿ óðàâíåíèåì (3). 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôèãóðà 

F ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé 

ôóíêöèè ( ),y f x=  å¸ îáðàçîì áó-

äåò ãðàôèê ôóíêöèè 

0 02 (2 ).y y f x x= − −    (4) 

Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà 0 0( ; )x y  

ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ãðà-

ôèêà ôóíêöèè ( ),y f x=  åñëè 

ôóíêöèÿ (4) ñîâïàäàåò ñ ( ),f x   

ò. å. ïðè âñåõ x  âåðíî ðàâåíñòâî 

0 0( ) 2 (2 ).f x y f x x= − −  

Ýòî ðàâåíñòâî íåÿâíî ïðåäïîëà-

ãàåò, ÷òî è ÷èñëî ,x  è ÷èñëî 02x x−

âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 

ôóíêöèè ( )f x . ×òîáû îñîáî ïîä-

÷åðêíóòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, äàäèì 

ðàñøèðåííîå îïðåäåëåíèå öåíòðà 

ñèììåòðèè ãðàôèêà ôóíêöèè. 

Òî÷êà 0 0( ; )x y  ÿâëÿåòñÿ öåí-

òðîì ñèììåòðèè ãðàôèêà 

ôóíêöèè ( )y f x= , åñëè

• îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèè fD  ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëü-

íî òî÷êè 0,x  ò. å. åñëè òî÷êà õ 

âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, òî 

è òî÷êà 02 ,x x−  ñèììåòðè÷íàÿ x 

îòíîñèòåëüíî 0,x  òàêæå âõîäèò â 

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ;

• çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ 

x  è 02 ( )fx x x D− ∈  ñèììåòðè÷íû 

îòíîñèòåëüíî 0y , ò. å. âåðíî ðàâåíñòâî  

0 0 0( ) (2 )f x y y f x x− = − − . 

Èíà÷å ãîâîðÿ, âûðàæåíèå 

0( ) (2 )

2

f x f x x
A

+ −

= (5) 

ïðè âñåõ fx D∈  íå çàâèñèò îò ;x  

çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ − ýòî 

0y  (â ÷àñòíîñòè, åñëè ∈0 ,fx D  òî 

0 0( )).y f x=  

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èíîãäà óäîá-

íåå ïîëüçîâàòüñÿ ñëåãêà èçìåí¸ííîé 

ôîðìîé ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, êîòî-

ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå x  íà 

+0 .x x  Òîãäà ñèììåòðè÷íîñòü îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îòíî-

Ìàòåìàòèêà
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ñèòåëüíî òî÷êè 0x  çàïèøåòñÿ â âè-

äå 0 0( ) ( ) ,f fx x D x x D+ ∈ ⇔ − ∈  à (5) 

ïðèìåò âèä: 

+ + −

= ≡

0 0
0

( ) ( )

2

f x x f x x
B y (6)

äëÿ + ∈0( ) .fx x D

Äëÿ ôóíêöèé, ãðàôèêè êîòî-
ðûõ èìåþò öåíòð ñèììåòðèè, 
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðîñòûå 
óòâåðæäåíèÿ (èõ äîêàçàòåëüñòâî 
ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷å-
ñòâå óïðàæíåíèÿ). 

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ 

( )f x  èìååò öåíòð ñèììåòðèè 

0 0( ; )x y , òî ôóíêöèÿ ( )g x =

( )f x a b= + +  èìååò öåíòð ñèì-

ìåòðèè 0 0( ; ).x a y b− +

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ ( )f x

èìååò öåíòð ñèììåòðèè 

0 1( ; ),x y  ôóíêöèÿ g(x) èìååò 

öåíòð ñèììåòðèè 0 2( ; ),x y  òî 

ôóíêöèÿ ( ) ( ) ( )h x af x bg x= +  èìå-

åò öåíòð ñèììåòðèè

0 1 2( ; ).x ay by+  

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ ( )f x

èìååò öåíòð ñèììåòðèè 0 0( ; ),x y  

òî ôóíêöèÿ 0 0( ) ( )g x f x x y= + −  

ÿâëÿåòñÿ íå÷¸òíîé, à åñëè íå-

êîòîðàÿ ôóíêöèÿ ( )g x  − íå-

÷¸òíàÿ, òî, êàêîâû áû íè áû-

ëè ÷èñëà 0x  è 0,y  ôóíêöèÿ 

0 0( ) ( )f x g x x y= − +  èìååò öåíòð 

ñèììåòðèè 0 0( ; ).x y  

2. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. (Ô-ò ïî÷âîâåäåíèÿ 

ÌÃÓ, 2004, èþëü, 7) Äîêàçàòü, 

÷òî ãðàôèê ôóíêöèè 

2

2 2

5
( ) 4 log

3 4

x x
f x x

x x

⎛ ⎞+

= + ⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ −⎝ ⎠

  (7) 

èìååò öåíòð ñèììåòðèè, è íàéòè 

êîîðäèíàòû 0 0( ; )x y  ýòîãî öåíòðà 

ñèììåòðèè. 

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ (7) îïðåäå-
ëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 

âûïîëíåíî óñëîâèå 
+

>

+ −

2

2

5
0.

3 4

x x

x x

Ðåøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ìû ïîëó-

÷èì, ÷òî ( ; 5) ( 4;0) (1; ).fD = −∞ − − +∞∪ ∪

Ýòî ìíîæåñòâî èìååò åäèíñòâåííûé 

öåíòð ñèììåòðèè: 0 2x = − . Ïîýòî-

ìó, åñëè ãðàôèê ôóíêöèè (7) èìå-

åò öåíòð ñèììåòðèè 0 0( ; ),x y  òî 

0 2x = − . Ïîñêîëüêó 0 ,fx D∈ òî

0 0( ) 8,y f x= = −  è äëÿ çàâåðøåíèÿ 

äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, 

÷òî âûðàæåíèå (5) íå çàâèñèò îò x

(ýòîò ôàêò ñâîäèòñÿ ê ïðîñòûì 
ïðåîáðàçîâàíèÿì ñ ëîãàðèôìàìè). 

Çàäà÷à 2. (Ìåõìàò ÌÃÓ, 1998, 
óñòíûé ýêçàìåí) Ïðè êàêèõ çíà-
÷åíèÿõ a  ãðàôèê ôóíêöèè 

( ) ( )( 1

3 ) 2 4

y x x a x a

x x a

= + + − +

+ − − +

 (8)

èìååò öåíòð ñèììåòðèè? 

Ðåøåíèå. Áóäåì àíàëèçèðî-
âàòü âûðàæåíèå (5). Â íàøåì 
ñëó÷àå îíî ðàâíî 

( )

(

)

0
0

0 0

1 3
2

2
2 1

2

2 3 2 4 .

x a
A x a x

x x a
x x a

x x x a

+

= + − + − −

− −

− − − + +

+ − + − +

(9) 

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëî-
æèòåëüíûõ õ âñå âûðàæåíèÿ ïîä 
çíàêàìè ìîäóëåé áóäóò ïîëîæè-
òåëüíûìè, è ïîýòîìó âûðàæåíèå À
ïðèìåò âèä: = + ,A kx b  ãäå k =

0( 4 2),a x= + −  
2

0 04 4b a ax x= − − . Ýòî 

âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò x  òîãäà è 

òîëüêî òîãäà, êîãäà 0;k =  â ýòîì 

ñëó÷àå ñâîáîäíûé ÷ëåí − ýòî 0y .

Çíà÷èò, åñëè ãðàôèê ôóíêöèè 
(8) èìååò öåíòð ñèììåòðèè 

Ìàòåìàòèêà
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0 0( ; ),x y òî âåðíû ðàâåíñòâà 

04 2 0,a x+ − =  

2

0 0 04 4y a ax x= − − . 

Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü 0x  è 0y  

÷åðåç :a  
0

2

4

a

x

−

= , 
0

9 2

2

a
y

−

= , è 

ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé 

ïðåâðàòèòü ðàâåíñòâî 0 0( )y y x=   

â óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî :a  

( )
3 2

5 6 10 0.
16

a

a a

+

− + + =

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ ïîä çíà-
êàìè ìîäóëåé â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî 
óðàâíåíèÿ îäíîâðåìåííî íå îáðà-
ùàþòñÿ â 0, èõ ñóììà ïîëîæè-

òåëüíà. Çíà÷èò, 
2

3
a = − , à òîãäà 

0

2

3
x = , 0 4y = − . 

Èòàê, åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà-
÷åíèè ïàðàìåòðà a  ãðàôèê íàøåé 

ôóíêöèè èìååò öåíòð ñèììåòðèè 

( )0 0; ,x y  òî 
2

3
a = − , 0

2

3
x = , 0 4y = − . 

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ äîñ-
òàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ýòèõ 

çíà÷åíèÿõ 0 0, ,a x y  âûðàæåíèå (9) 

òîæäåñòâåííî ðàâíî 0 .y  

Îòâåò.
2

3
a = − . 

Çàäà÷à 3. (Ìåõìàò ÌÃÓ, óñò-
íûé ýêçàìåí, 2006) Ãðàôèê ôóíê-

öèè ( )g x  ñèììåòðè÷åí ãðàôèêó 

ôóíêöèè ( ) 2 3f x x= − − − + −2 3 3x x

îòíîñèòåëüíî òî÷êè (2; 2). Íàéòè 
âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè 

êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå 

( ) ( )f x a g x a− = +  èìååò áåñêîíå÷íî 

ìíîãî ðåøåíèé. 
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî ñ ïî-

ìîùüþ ðàâåíñòâà (4) íàéä¸ì 
ôîðìóëó, êîòîðîé ìîæåò áûòü 

çàäàíà ôóíêöèÿ ( )g x : 

( ) 2 1 2 4 3 5g x x x x= − − + − + − . 

Äàëåå, äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà 

óðàâíåíèÿ ( ) ( )f x a g x a− = +  ââåä¸ì 

íîâóþ íåèçâåñòíóþ = + .t x a  Ïî-

ñêîëüêó ìåæäó t  è x  ñóùåñòâóåò 

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, 
èñõîäíóþ çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 
à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå 

( 2 ) ( )f t a g t− =      (10) 

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. 
Áóäåì ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå 

ãðàôè÷åñêè. Íà÷í¸ì ñ òîãî, ÷òî íà-

ðèñóåì ãðàôèêè ôóíêöèé ( )f x  è 

( ).g t  Íà ðèñ. 1 ãðàôèê ôóíêöèè 

( )y g t=  èçîáðàæ¸í ñïëîøíîé ëè-

íèåé, à ãðàôèê ôóíêöèè ( )y f t= −

ïðåðûâèñòîé. Äëÿ äàëüíåéøåãî áó-
äåò âàæíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå 
çâåíüÿ ýòèõ ëîìàíûõ ïàðàëëåëüíû. 

Ðèñ. 1 

Ìàòåìàòèêà
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Â àðìèè ñåðæàíò: «Òàê, âñåì êîïàòü. Êòî òóò ñêëîíåí ê ìàòåìà-
òèêå... Òû, Ñèäîðîâ? Òàê áåðè ëîïàòó  áóäåøü êîðíè èçâëåêàòü...».

Ìàòåìàòèêà

Äëÿ 0a =  óðàâíåíèå (10) ïðè-

ìåò âèä =( ) ( ).f t g t  Èç ðèñ. 1 ÿñíî, 

÷òî îíî èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ. 
Ïðè óâåëè÷åíèè a  îò 0 äî +∞  

ãðàôèê ôóíêöèè ( 2 )y f t a= −  áóäåò 

ïîëó÷àòüñÿ èç ãðàôèêà ôóíêöèè 

( )y f t=  ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà 

2a  åäèíèö âïðàâî (âäîëü îñè àáñ-

öèññ). Îí ïåðåñå÷¸òñÿ ñ ãðàôèêîì 

( )y g t= â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, 

êîãäà 
2

2
3

a =  (÷àñòè÷íî íàëîæàòñÿ 

ëåâûå è ïðàâûå çâåíüÿ ãðàôèêîâ), 

2 2a =  (÷àñòè÷íî íàëîæàòñÿ ñðåä-

íèå çâåíüÿ ãðàôèêîâ) è 
14

2
3

a =

(÷àñòè÷íî íàëîæàòñÿ ëåâîå çâåíî 

ãðàôèêà ( )y f t= è ïðàâîå çâåíî 

ãðàôèêà = ( )).y g t

Ïðè óìåíüøåíèè a  îò 0 äî −∞

ãðàôèê ôóíêöèè ( 2 )y f t a= −  áóäåò 

ïîëó÷àòüñÿ èç ãðàôèêà ôóíêöèè 

( )y f t= ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì 

íà 2a−
 åäèíèö âëåâî (âäîëü îñè 

àáñöèññ). Îí ïåðåñå÷¸òñÿ ñ ãðàôè-

êîì ( )y g t=  â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå 

òî÷åê, êîãäà 
10

2
3

a− =  (÷àñòè÷íî 

íàëîæàòñÿ ïðàâîå çâåíî ãðàôèêà 

( )y f t=  è ëåâîå çâåíî ãðàôèêà 

= ( )).y g t  

Îòâåò. 
−

5 1 7
, , 1, .

3 3 3

3. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà 

(1; 1) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè 

ãðàôèêîâ ôóíêöèé 
4

( )
2 2

x

f x =

+

 è 

4
( ) .

2 2
x

g x =

−

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê 

ôóíêöèè 5( ) 5 6f x x= + −  èìååò 

öåíòð ñèììåòðèè. 

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê 

ôóíêöèè f(x) = õ
2
 + õ + 1 íå èìååò 

öåíòðà ñèììåòðèè. 

Çàäà÷à 7. (Ô-ò ïî÷âîâåäåíèÿ 

ÌÃÓ, 2004, èþëü, 7) Äîêàçàòü, ÷òî 

ãðàôèê ôóíêöèè  

2

3 2

2
( ) 2 log

10 24

x x
f x x

x x

⎛ ⎞+

= + ⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

èìååò öåíòð ñèììåòðèè, è íàéòè êî-

îðäèíàòû 0 0( , )x y  ýòîãî öåíòðà ñèì-

ìåòðèè. 

Îòâåò. ( −1; −2). 

Çàäà÷à 8. (Ïîëèòåõíè÷åñêèé óíè-

âåðñèòåò (ÑÏá), ôèç.-ìàò. ô-ò, 2005) 
Íàéäèòå öåíòð ñèììåòðèè ãðàôèêà 
ôóíêöèè  

( )
2

3log 3 3 3 2 2 .y x x x= − + − +

Îòâåò. (1; 1). 

Çàäà÷à 9. (Ìåõìàò ÌÃÓ, óñòíûé 

ýêçàìåí, 2006) Ãðàôèê ôóíêöèè f(õ) 

ñèììåòðè÷åí ãðàôèêó ôóíêöèè 

( ) 3 3 2 2 4g x x x x= − − − +  îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè (1; 4). Íàéòè âñå çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç 

êîòîðûõ óðàâíåíèå ( ) ( )f x a g x a+ = −  

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. 

Îòâåò. −2; 
1
;

2
−  1; 4. 

Ïðèìå÷àíèå. Çà ðàìêàìè ñòàòüè 

îñòàëèñü òàêèå èíòåðåñíûå ôàêòû: 

1) íàëè÷èå áîëåå îäíîãî öåíòðà

ñèììåòðèè îïðåäåë¸ííûì îáðàçîì 

ñâÿçàíî ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ; 

2) ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ öåíòðàëü-

íûõ ñèììåòðèé ÿâëÿåòñÿ ïàðàë-

ëåëüíûì ïåðåíîñîì. 


