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Îæåðåëüåâ Äìèòðèé Âàëåðüåâè÷
Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè âûñøåé êàòåãîðèè ×àñòíîãî 

ó÷ðåæäåíèÿ Öåíòð îáðàçîâàíèÿ «Åâðîïåéñêàÿ ãèìíà-
çèÿ» ã. Ìîñêâû, êàíäèäàò ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê.

Ïÿòü ÷àñòíûõ ïðåäåëüíûõ  

ñëó÷àåâ îáîáù¸ííîé çàäà÷è 

Àïîëëîíèÿ 

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ïÿòè ÷àñòíûõ ñëó÷à-
åâ çàäà÷è î ïîñòðîåíèè îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ òð¸õ äàííûõ îê-

ðóæíîñòåé, íàçâàííîé â ÷åñòü âåëèêîãî ãåîìåòðà àíòè÷íîñòè Àïîë-
ëîíèÿ Ïåðãñêîãî. Âñå ðåøåíèÿ îñíîâàíû íà «øêîëüíîé» ìàòåìà-

òèêå; íàäååìñÿ, ÷òî ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ñòàòüè ÷èòàòåëü áóäåò óäå-
ëÿòü îñîáîå âíèìàíèå ýòàïó èññëåäîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà 
ïîñòðîåíèå öèðêóëåì è ëèíåéêîé. 

Çàäà÷à Àïîëëîíèÿ ñîñòîèò â 

òîì, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è 

ëèíåéêè ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, 

êàñàþùóþñÿ òð¸õ äàííûõ îêðóæ-

íîñòåé. Ñóùåñòâóåò ëåãåíäà, ÷òî 

äàííàÿ çàäà÷à âïåðâûå áûëà 

ñôîðìóëèðîâàíà Àïîëëîíèåì 
Ïåðãñêèì (Apollonios Pergáios) 
(III â. äî í. ý.) â ñâî¸ì òðàêòàòå «Î 

êàñàíèè». Îäíàêî, êàê è áîëüøèí-

ñòâî ñî÷èíåíèé Àïîëëîíèÿ, äî íà-

øèõ äíåé ýòà ðàáîòà íå äîøëà, è 

ðåøåíèå çàäà÷è áûëî âîññòàíîâëå-

íî â 1600 ã. ôðàíöóçñêèì ìàòåìà-

òèêîì Ôðàíñóà Âèåòîì. 

Èòàê, çàäà÷à ôîðìóëèðóåò-
ñÿ ïðîñòî: äàíû òðè îêðóæíîñòè, 

ïîñòðîéòå ÷åòâ¸ðòóþ, êîòîðàÿ êà-

ñàëàñü áû òð¸õ äàííûõ îêðóæíî-

ñòåé. Ñàìà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòî-

äîì èíâåðñèè, îäíàêî äàííûé ìå-

òîä ïîñòðîåíèÿ íà ïëîñêîñòè íå 

èçó÷àåòñÿ â øêîëå. Íî åñëè ìû 

ðàññìîòðèì  çàäà÷ó Àïîëëîíèÿ â 

ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äàííûå 

îêðóæíîñòè ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â 

îêðóæíîñòè «íóëåâîãî» ðàäèóñà, òî 

åñòü òî÷êè, èëè îêðóæíîñòè áåñêî-

íå÷íîãî ðàäèóñà, òî åñòü ïðÿìûå, 

òî ïðàêòè÷åñêè âñå «÷àñòíûå ñëó-

÷àè» çàäà÷è âîçìîæíî ðåøèòü 

«øêîëüíûìè» ìåòîäàìè. 

Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé ôîðìóëè-

ðîâêå çàäà÷à Àïîëëîíèÿ èìååò äå-

ñÿòü ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé èñ-

õîäíûõ ôèãóð. Îäíàêî â ýòîé ñòà-

òüå ìû îñòàíîâèìñÿ íà ðåøåíèè 

òîëüêî ëèøü ïÿòè, íà íàø âçãëÿä, 
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íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ. 

Ïåðâûé ñëó÷àé – òðè îêðóæíîñòè 

ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè «íóëåâî-

ãî» ðàäèóñà, òî åñòü òî÷êàìè; âòî-

ðîé − êîãäà èñõîäíûå îêðóæíîñòè 

âûðîæäàþòñÿ â òðè ïðÿìûå. Òðå-

òèé ñëó÷àé − êîãäà äàíû äâå òî÷êè 

è ïðÿìàÿ; ÷åòâ¸ðòûé − êîãäà äàíû 

äâå òî÷êè è îêðóæíîñòü; è, íàêî-

íåö, ïÿòàÿ çàäà÷à, êîãäà íàáîð 

äàííûõ ôèãóð ñîñòîèò èç òî÷êè, 

ïðÿìîé è îêðóæíîñòè. 

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à íà 

ïîñòðîåíèå ïîäðàçóìåâàåò â ñâî¸ì 

ðåøåíèè ÷åòûðå ýòàïà: àíàëèç, ïî-

ñòðîåíèå, äîêàçàòåëüñòâî âåðíîñòè 

ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèå. 

Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è 

ìû îïóñòèì òàêîé ýòàï ðåøåíèÿ, 

êàê àíàëèç, è óäåëèì îñîáîå âíèìà-

íèå òð¸ì îñòàâøèìñÿ. Îñîáåííî 

âíèìàòåëüíî ìû îñòàíîâèìñÿ íà 

ïîñëåäíåì ýòàïå − èññëåäîâàíèè − è 

ïîñòàðàåìñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ,

ïðè êàêîì èñõîäíîì ðàñïîëîæåíèè 

äàííûõ ôèãóð çàäà÷à íå èìååò ðå-

øåíèå, à åñëè èìååò, òî ñêîëüêî 

ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò â 

êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.  

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå îêðóæ-

íîñòè ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè è öèðêó-

ëÿ îçíà÷àåò íàõîæäåíèå å¸ öåíòðà è 

ðàäèóñà. 

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, 

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òðè äàííûå òî÷-

êè (ðèñ. 1). 

Ýòà çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøåíà â 

øêîëüíîì ó÷åáíèêå ãåîìåòðèè. Äî-

êàçàíà òåîðåìà: ÷åðåç òðè òî÷êè, 

íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, 

ìîæíî ïðîâåñòè îêðóæíîñòü è 

òîëüêî îäíó; öåíòð îêðóæíîñòè 

åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèí-

íûõ
1
 ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì 

òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííûõ ýòèìè 

òðåìÿ òî÷êàìè.  

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîèòü îêðóæ-

íîñòü, êàñàþùóþñÿ òð¸õ äàííûõ 

ïðÿìûõ. Ïóñòü äàíû òðè ïðÿìûå l, 

m è n.  

Ïîñòðîåíèå.  

1) Ïîñòðîèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

äàííûõ ïðÿìûõ, îïðåäåëèì òî÷êó A 

êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l è 

m, ,B m n= ∩  à C n l= ∩  (ïîëàãàåì, 

÷òî ýòî âîçìîæíî, òîãäà èìååì 

∆ÀBC). 

2) Ïîñòðîèì áèññåêòðèñû óãëîâ

BAC∠  è .BCA∠  Îáîçíà÷èì òî÷êó 

ïåðåñå÷åíèÿ áóêâîé O. 

3) Èç òî÷êè O îïóñòèì íà ïðÿ-

ìóþ l(AC) ïåðïåíäèêóëÿð OD, ãäå 

.D AC∈

4) Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü ñ öåí-

òðîì â òî÷êå  O  è ðàäèóñîì OD. 

Ïîñòðîåííàÿ îêðóæíîñòü ÿâëÿ-

åòñÿ èñêîìîé. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå 

ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î 

âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè. 

1 
Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, ðàâíî-

óäàë¸ííûõ îò êîíöîâ îòðåçêà, ê êîòîðîìó îí ïîñòðîåí. 
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Èññëåäîâàíèå. Óæå ïåðâûé 
ïóíêò ïîñòðîåíèÿ âûïîëíèì íå 
âñåãäà. Íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü òî÷-
êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, êî-
ãäà ýòè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Ïà-
ðàëëåëüíûìè ìîãóò áûòü äâå ïðÿ-
ìûå èëè âñå òðè. Åñëè äâå ïðÿìûå,  

íàïðèìåð m è n, ïàðàëëåëüíû, à 

òðåòüÿ ïðÿìàÿ − l − ïåðåñåêàåò èõ, 
òî, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ïðè òà-
êîì ðàñïîëîæåíèè ïðÿìûõ çàäà÷à 
áóäåò èìåòü äâà ðàçëè÷íûõ ðåøå-
íèÿ (ñì. ðèñ. 2). 

А

D

F

O

m

C

n

l

B

Ðèñ. 1 

Ðèñ. 2 

А

D

F

O

m

C

n

l

B
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Åñëè æå âñå òðè ïðÿìûå áóäóò 

ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé, òî çà-

äà÷à íå áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ. 

Òàêæå â ïåðâîì ïóíêòå íàøåãî 

ðåøåíèÿ ìû ïîäðàçóìåâàëè, ÷òî 

òðè äàííûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â 

ðàçíûõ òî÷êàõ, îáðàçóÿ òðåóãîëü-

íèê, îäíàêî òðè ïðÿìûå ìîãóò ïå-

ðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå. Òîãäà çà-

äà÷à íå áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ − ìû 

íå ñìîæåì ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, 

êàñàþùóþñÿ òð¸õ òàêèõ ïðÿìûõ. 

Èññëåäóÿ âîçìîæíîñòü âûïîë-

íåíèÿ ïóíêòà 2 èçëîæåííîãî âûøå

ïîñòðîåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî äâå ïåðå-

ñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå îáðàçóþò äâå 

ïàðû ðàâíûõ óãëîâ. À çíà÷èò, è 

ïîñòðîåíèå áèññåêòðèñû íåîäíî-

çíà÷íî. Â ñëó÷àå, êîãäà òðè ïðÿ-

ìûå ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â òð¸õ 

òî÷êàõ, âîçìîæíû ÷åòûðå ðåøå-

íèÿ: â îäíîì ñëó÷àå îêðóæíîñòü 

âíóòðè îáðàçîâàâøåãîñÿ òðåóãîëü-

íèêà, à â òð¸õ äðóãèõ ñëó÷àÿõ îê-

ðóæíîñòè ðàñïîëîæåíû âíå òðå-

óãîëüíèêà (ñì. ðèñóíîê 3). Ýòè îê-

ðóæíîñòè íàçûâàþòñÿ âíåâïèñàí-

íûìè äëÿ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. 

Ðèñ. 3 

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ çàäà÷à 

ìîæåò èìåòü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðå-

øåíèÿ, äâà èëè íè îäíîãî. 

Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü ðåøå-

íèå òðåòüåé çàäà÷è, íàïîìíèì, êàê 

ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêó-

ëÿ è ëèíåéêè îòðåçîê, ðàâíûé ñðåä-

íåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó
1
 äâóõ äðóãèõ 

îòðåçêîâ.  

Èòàê, äàíû îòðåçêè a è b. Ïî-

ñòðîèòü îòðåçîê x òàêîé, ÷òî 

.x a b= ⋅

1 Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå äâóõ ÷èñåë (â íàøåì ñëó÷àå äâóõ îòðåçêîâ) òàêæå 
íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ïðîïîðöèîíàëüíûì. 



17Ìàòåìàòèêà

Ïîñòðîåíèå. 
1) Îòëîæèì äàííûå îòðåçêè îò

òî÷êè À íà íåêîòîðîé ïðÿìîé â îä-
íîì íàïðàâëåíèè (íà ðèñ. 4 îäèí îò-
ðåçîê ÀÂ, äðóãîé – ÀÑ).  

2) Ïîñòðîèì òî÷êó O − ñåðåäè-

íó îòðåçêà AC è íà îòðåçêå AC êàê 
íà äèàìåòðå ïîñòðîèì îêðóæíîñòü. 

3) Âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð
ê ïðÿìîé AC â òî÷êå B äî ïåðåñå÷å-
íèÿ â òî÷êå D ñ îêðóæíîñòüþ. 

4) Îòðåçîê AD − èñêîìûé. 

Ðèñ. 4 

Äîêàçàòåëüñòâî. Óãîë ÀDÑ −

ïðÿìîé, îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð. DB − 
âûñîòà òðåóãîëüíèêà ADC, ïðîâåä¸í-
íàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà. Íå-
òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè 
ADC è ABD ïîäîáíû (èìåþò îáùèé 
óãîë ïðè âåðøèíå A). Èç ïîäîáèÿ 
òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí: 

,
AC AD

DA BA
=  èëè .AD AC AB= ⋅

Ðåøàåì çàäà÷ó 3. 

Çàäà÷à 3. Ïîñòðîèòü îêðóæ-
íîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå äàí-
íûå òî÷êè è êàñàþùóþñÿ äàííîé 
ïðÿìîé. 

Îáîçíà÷èì äàííûå ôèãóðû: òî÷-

êè áóêâàìè − A è B, à ïðÿìóþ − áó-
êâîé l (ðèñ. 5). 

Ïîñòðîåíèå. 

1) Ïîñòðîèì ïðÿìóþ AB.

2) Ïîñòðîèì ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB. Îáîçíà-
÷èì åãî d. 

3) Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé AB è ïðÿìîé l áóêâîé D. 

4) Ïîñòðîèì òî÷êó E òàêóþ, ÷òî

, .E l DE AD BD∈ = ⋅

5) Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü, ïðî-
õîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè B, A è E. 

6) Ïîñòðîåííàÿ îêðóæíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêîìîé (ñì. ðèñ. 5). 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåííàÿ 
îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A 
è B ïî ïîñòðîåíèþ (ïóíêò 5). Äîêà-
æåì, ÷òî ïðÿìàÿ l êàñàåòñÿ ïîñòðî-
åííîé îêðóæíîñòè. Ïî ïîñòðîåíèþ 
òî÷êà Å ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îòðå-

çîê DE ðàâåí ,AD BD⋅  à ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî 
2

.DE AD BD= ⋅  Òîãäà 

è
DE AD

DBE DEA
BD DE

= ∆ ∆∼  (óãîë D −
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îáùèé), îòêóäà ñëåäóåò BED∠ =

,BAE=∠  ò. å. ED − êàñàòåëüíàÿ. 

Èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè 
ïóíêòà ïîñòðîåíèÿ âñåãäà âûïîë-
íèìû åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Âîò 
ïóíêò 4 ïðåäëîæåííîãî ïîñòðîåíèÿ 
íå âñåãäà âûïîëíèì åäèíñòâåííûì 
îáðàçîì,  òî÷êó  Å  ìîæíî  îïðåäå- 

ëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè, åñëè îê-

ðóæíîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé l 
â äâóõ òî÷êàõ, îäíèì ñïîñîáîì (â 

ñëó÷àå êàñàíèÿ) è òàêèõ òî÷åê ìî-

æåò íå áûòü. È, îïÿòü æå, ïóíêò 5 

ìîæåò áûòü âûïîëíèì íå âñåãäà, à 
åñëè âûïîëíèì, òî åäèíñòâåííûì 

îáðàçîì. 

Ðèñ. 5 

Èòàê, äàííûå ôèãóðû ìîãóò 
èìåòü ðàçëè÷íîå ðàñïîëîæåíèå îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà, à â çàâèñè-
ìîñòè îò ýòîãî èìååòñÿ ñëåäóþùåå 
êîëè÷åñòâî ðåøåíèé. 

1) Îáå òî÷êè ëåæàò íà äàííîé
ïðÿìîé. Òîãäà ïîñòðîèòü îêðóæ-
íîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ 
çàäà÷è, íåâîçìîæíî. 

2) Îäíà òî÷êà ëåæèò íà äàííîé
ïðÿìîé, à äðóãàÿ íåò. Òîãäà âîçìîæ-
íî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷¸ì 
òî÷êà, ëåæàùàÿ íà äàííîé ïðÿìîé, 
áóäåò òî÷êîé êàñàíèÿ ýòîé ïðÿìîé è 
èñêîìîé îêðóæíîñòè. 

3) Îáå òî÷êè íå ëåæàò íà äàí-
íîé ïðÿìîé è ðàñïîëîæåíû â îäíîé 
ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ýòîé 
ïðÿìîé. Â òàêîì ñëó÷àå íàøà çàäà÷à 
èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ (íà 

ðèñ. 5 âòîðàÿ îêðóæíîñòü ïóíêòè-
ðîì), îäíàêî åñëè äâå òî÷êè îáðàçó-
þò ïðÿìóþ, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà 
èñõîäíîé, òî ðåøåíèå  çàäà÷è áóäåò 
åäèíñòâåííîå. 

4) È íàêîíåö, ñëó÷àé, êîãäà îáå
òî÷êè ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêî-
ñòÿõ îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðÿìîé. 
Ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè íåâîçìîæ-
íî ïîñòðîèòü òðåáóåìóþ îêðóæ-
íîñòü. 

Çàäà÷à 4. Ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, 
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå äàííûå òî÷-
êè À è Â è êàñàþùóþñÿ äàííîé îê-

ðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå 1O  (ñì. 

ðèñóíîê 6). 
Ïîñòðîåíèå. 

1) Âîçüì¸ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
íà äàííîé îêðóæíîñòè è îáîçíà÷èì 
å¸ áóêâîé C.  
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2) Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü ïî 
òð¸ì òî÷êàì: A, B è C. 

3) Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðî-
åííîé îêðóæíîñòè è äàííîé îáîçíà-
÷èì áóêâîé D. 

4) Ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ CD.

5) Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
AB è CD îáîçíà÷èì áóêâîé P. 

6) Ïîñòðîèì êàñàòåëüíóþ ê 
äàííîé îêðóæíîñòè èç òî÷êè P, òî÷-
êó êàñàíèÿ îáîçíà÷èì áóêâîé K. 

7) Ïðîâåä¸ì îêðóæíîñòü ÷åðåç
òî÷êè A, B è K. 

Ðèñ. 6 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåííàÿ 
îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A 
è B ïî ïîñòðîåíèþ (ñì. ïóíêò 7). Äî-
êàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îêðóæíîñòü 
êàñàåòñÿ äàííîé â òî÷êå K, îñíîâàíî, 
êàê è â äîêàçàòåëüñòâå çàäà÷è 4, íà 
òîì ôàêòå, ÷òî 

2
.PK PA PB PC PD= ⋅ = ⋅

Èññëåäîâàíèå. Âî-ïåðâûõ, çàìå-
òèì, ÷òî ïðèâåä¸ííîå ðåøåíèå «íå 
ðàáîòàåò», åñëè ïðÿìûå AB è ÑD 
îêàæóòñÿ ïàðàëëåëüíûìè. Ýòî ïðî-
èçîéä¸ò, åñëè ñåðåäèííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð ê AB ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð 

äàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êó 1 .O  Â 

ýòîì ñëó÷àå òî÷êàìè êàñàíèÿ áóäóò 
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííîãî ïåð-
ïåíäèêóëÿðà ñ îêðóæíîñòüþ. 

Î êîëè÷åñòâå ðåøåíèé. 
1) Îáå òî÷êè ëåæàò ïî îäíó ñòî-

ðîíó îò îêðóæíîñòè (âíå å¸ èëè âíóò-
ðè äàííîé îêðóæíîñòè). Â ýòîì ñëó÷àå 
ìîæíî ïîñòðîèòü äâå îêðóæíîñòè, 
óäîâëåòâîðÿþùèå äàííûì óñëîâèÿì. 

2) Åñëè îáå òî÷êè ëåæàò íà äàí-
íîé îêðóæíîñòè èëè îäíà èç äàííûõ 
òî÷åê ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, à 
âòîðàÿ âíå å¸, òî äàííàÿ îêðóæíîñòü 
ïîñòðîåíà áûòü íå ìîæåò. 

3) Åñëè îäíà òî÷êà ëåæèò íà
îêðóæíîñòè, à äðóãàÿ íåò, òî ïðè 
òàêîì ðàñïîëîæåíèè äàííûõ ôèãóð 
âîçìîæíî ïîñòðîèòü èñêîìóþ îê-
ðóæíîñòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì, 
ïðè÷¸ì òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îêðóæ-
íîñòè, áóäåò òî÷êîé êàñàíèÿ. Èññëå-
äîâàíèå çàäà÷è çàâåðøåíî. 
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È íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à. 
Çàäà÷à 5. Ïóñòü äàíû òî÷êà A, 

ïðÿìàÿ l è îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â 

òî÷êå 1O  è ðàäèóñîì 1 .R  Íåîáõîäè-

ìî ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ 
êàñàëàñü áû äàííîé ïðÿìîé, äàííîé 
îêðóæíîñòè è ïðîõîäèëà áû ÷åðåç 
äàííóþ òî÷êó À (ðèñ. 7). 

Ïîñòðîåíèå.  
1) Ïîñòðîèì ïðÿìóþ m, êîòîðàÿ

ïðîõîäèëà áû ÷åðåç öåíòð äàííîé 

îêðóæíîñòè, òî÷êó 1,O  è áûëà áû 

ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííîé ïðÿìîé l. 
2) Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷å-

íèÿ ïðÿìûõ m è l  áóêâîé G. 

3) Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷å-

íèÿ ïðÿìîé m è äàííîé îêðóæíîñòè 

áóêâàìè B è C. 

4) Ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ CA.

5) Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü, ïðîõî-

äÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A, B è G. Îáîçíà-

÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííîé 

îêðóæíîñòè è ïðÿìîé CA áóêâîé F. 

6) Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü, ïðîõî-

äÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A, F è êàñàþùóþñÿ 

äàííîé ïðÿìîé (ðåøåíèå ñì. çàäà÷ó 3). 

Äàííàÿ îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ èñ-

êîìîé. 

m

C

O1

B

D

F

G

O

E

A

l

Ðèñ. 7 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåííàÿ 
îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ 
òî÷êó A è êàñàåòñÿ äàííîé ïðÿìîé l 
ïî ïîñòðîåíèþ (ïóíêò 6). Äîêàæåì, 
÷òî îíà òàêæå êàñàåòñÿ äàííîé îê-
ðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì òî÷êó êàñàíèÿ 
èñêîìîé îêðóæíîñòè è äàííîé ïðÿ-
ìîé áóêâîé E. Ñîåäèíèì å¸ ñ òî÷êîé 
C è îïðåäåëèì òî÷êó D êàê òî÷êó 
ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé îêðóæíîñòè è 

ïðÿìîé CE. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê E 
òî÷êà êàñàíèÿ ïîñòðîåííîé îêðóæ-

íîñòè è äàííîé ïðÿìîé l, òî ,OE l⊥

íî è .m l⊥  À çíà÷èò, óãëû, îáðàçî-

âàííûå ýòèìè ïàðàëëåëüíûìè ïðÿ-

ìûìè è ñåêóùåé 1,OO  ðàâíû êàê 

íàêðåñò ëåæàùèå, à èìåííî, èìååò 
ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: 

1 1 .EOO CO O∠ =∠  Äâà äðóãèõ óãëà, 

m

C

O1

B

D

F

G

O

E

A

l
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1,EDO CDO∠ =∠  ðàâíû êàê âåðòè-

êàëüíûå. Èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ ñëå-

äóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè EOD  è 

1CO D  ïîäîáíû. Èç ïîäîáèÿ ñëåäóåò 

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: 

1 1

,

EO OD

CO O D
=

íî òàê êàê 1 1 ,O C O D=  êàê ðàäèóñû 

äàííîé îêðóæíîñòè, òî è .OE OD=

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî 

òî÷êà D ëåæèò íà îòðåçêå 1OO  è 

îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé, 
ëåæàùåé îäíîâðåìåííî íà äàííîé è 
íà ïîñòðîåííîé îêðóæíîñòÿõ, òî 
åñòü ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ. 

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

Èññëåäîâàíèå. Èññëåäîâàíèå â ïî-
ñëåäíåé çàäà÷å, íà íàø âçãëÿä, áóäåò 
ñàìûì ñëîæíûì, ïîñòàðàåìñÿ ñèñòå-
ìàòèçèðîâàòü ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âçà-
èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äàííûõ ôèãóð. 
Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ñëåäóþùóþ 
êîíñòðóêöèþ: çàêðåïèì ïîëîæåíèå 
ïðÿìîé è îêðóæíîñòè, à ïîëîæåíèå 
äàííîé òî÷êè áóäåì ìåíÿòü. 

I. Ïðÿìàÿ íå èìååò îáùèõ òî÷åê 
ñ äàííîé îêðóæíîñòüþ. 

1) Åñëè òî÷êà íå ëåæèò íè íà
ïðÿìîé, íè íà îêðóæíîñòè, â ýòîì 
ñëó÷àå ìîæåò áûòü äâà, òðè èëè 
÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. À ìî-
æåò áûòü è òàêîå ðàñïîëîæåíèå, 
êîãäà çàäà÷à íå áóäåò èìåòü ðåøå-
íèÿ âîîáùå. 

2) Åñëè òî÷êà ëåæèò íà ïðÿìîé,
òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à áóäåò èìåòü 
äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. 

3) Åñëè òî÷êà áóäåò ëåæàòü íà
îêðóæíîñòè, òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à 
áóäåò èìåòü îäíî èëè äâà ðåøåíèÿ.  

4) Åñëè òî÷êà áóäåò ëåæàòü
âíóòðè îêðóæíîñòè, òî âûïîëíèòü 
ïîñòðîåíèå áóäåò íåâîçìîæíî. 

II. Ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè.
1) Òî÷êà íå ëåæèò íè íà ïðÿ-

ìîé, íè íà îêðóæíîñòè. Äâà èëè îä-
íî âîçìîæíîå ðåøåíèå. 

2) Òî÷êà ëåæèò íà ïðÿìîé. Áó-

äåò îäíî ðåøåíèå, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àé, 

êîãäà äàííàÿ òî÷êà áóäåò òî÷êîé 

êàñàíèÿ ïðÿìîé è äàííîé îêðóæíî-

ñòè, òîãäà ðåøåíèé áóäåò áåñêîíå÷-

íî ìíîãî. 

3) Òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå áóäåò îäíî-

èëè çàäà÷ó âîîáùå íåâîçìîæíî áó-

äåò ðåøèòü. 

4) Åñëè äàííàÿ òî÷êà ëåæèò

âíóòðè îêðóæíîñòè, òî çàäà÷à áóäåò 

èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

III. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îê-

ðóæíîñòü. 

1) Òî÷êà íå ëåæèò íè íà ïðÿ-

ìîé, íè íà îêðóæíîñòè. Çàäà÷à èìå-

åò îäíî èëè äâà ðåøåíèÿ. 

2) Òî÷êà ëåæèò íà ïðÿìîé, çà-

äà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ. Èñêëþ÷àÿ 

ñëó÷àé, êîãäà äàííàÿ òî÷êà − ýòî 

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è îêðóæ-

íîñòè, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó ðåøèòü 

íåâîçìîæíî. 

3) Äàííàÿ òî÷êà ëåæèò íà îê-

ðóæíîñòè. Îäíî èëè äâà ðàçëè÷íûõ 

ðåøåíèÿ. 

4) Òî÷êà ëåæèò âíóòðè îêðóæ-

íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå äâà ðåøåíèÿ. 

Îïûò èññëåäîâàíèÿ â ýòèõ çàäà-

÷àõ ïîêàçàë, ÷òî ðåçóëüòàòû ðåøå-

íèÿ çàâèñÿò îò ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàñ-

ïîëîæåíèÿ ôèãóð. Íàäååìñÿ, ÷òî 

íàøà ñòàòüÿ ïîìîæåò âàì ïîíÿòü, 

êàê âàæíî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå â 

çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå.  

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè ïÿòü ðàç-

ëè÷íûõ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå, êîòî-

ðûå îáúåäèíåíû îáùåé èäååé ïî-

ñòðîåíèÿ îêðóæíîñòè − îêðóæíî-

ñòè Àïîëëîíèÿ. Êàê ìû è îáåùàëè, 

âñå ïîñòðîåíèÿ íåñëîæíûå è ñòàí-

äàðòíûå, âñå äîêàçàòåëüñòâà íå 

âûõîäÿò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðî-

ãðàììû. È åñëè âàñ çàèíòåðåñîâàëè 

ýòè çàäà÷è, òî ìîæíî ñìåëî ïîçíà-

êîìèòüñÿ ñ ìåòîäîì èíâåðñèè è 

ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü ñàìó çàäà÷ó 

Àïîëëîíèÿ − ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü 

îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ òð¸õ 

äàííûõ îêðóæíîñòåé.  


