
32

Äþæèíà ïîëåçíûõ çàäà÷  

ñ öåëûìè ÷èñëàìè 

Çàäà÷è îëèìïèàäíîãî òèïà íà ñâîéñòâà öåëûõ ÷èñåë ìîãóò íà 
ïåðâûé âçãëÿä ïîêàçàòüñÿ ìóäð¸íûìè, îäíàêî èõ ðåøåíèÿ, ïîðîþ 
î÷åíü òðóäíî íàõîäèìûå, ïîíÿòíû è èíòåðåñíû ìíîãèì. À âåäü ñ 
êàæäîé ðåø¸ííîé èëè ðàçîáðàííîé çàäà÷åé ïðèîáðåòàåòñÿ êàêîé-
òî íîâûé îïûò, ðàñøèðÿåòñÿ àðñåíàë òåõíè÷åñêèõ ïðè¸ìîâ. Â ýòîé 
ñòàòüå ìû ðàçáåð¸ì íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷.  

1. Êàêîâî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-
òåëÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 

3 3( )a b ab− è 3( )c c−  ïðè öåëûõ a, b 

è c? (Îëèìïèàäà ìåõìàòà ÌÃÓ, 
2009, 10 êëàññ, ïåðâàÿ â âàðèàíòå.) 

Çàìåòèì, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî 
3 ( 1) ( 1) 6c c c c c− = − + ≥  è äåëèòñÿ íà 6,

òàê êàê ñðåäè òð¸õ ïîäðÿä èäóùèõ öå-
ëûõ ÷èñåë îäíî îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 
3, à îäíî – íà 2. Íî âåäü è íàòóðàëüíîå 

÷èñëî 3 3 ( )( )a b ab ab a b a b− = − +  äåëèò-

ñÿ íà 6! Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ: 
âåäü åñëè îáà ÷èñëà a è b – íå÷¸ò-

íûå, òî ÷¸òíûìè áóäóò èõ ñóììà è 
ðàçíîñòü, åñëè æå îíè íå äåëÿòñÿ íà 
3, òî íà 3 áóäåò äåëèòüñÿ ëèáî èõ 
ñóììà, ëèáî èõ ðàçíîñòü. Ïîýòîìó 
ïðè öåëûõ a, b è c íàèìåíüøåå âîç-
ìîæíîå çíà÷åíèå íàèáîëüøåãî îá-
ùåãî äåëèòåëÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ 

÷èñåë 3 3( )a b ab− è 3( )c c−  ðàâíî 

øåñòè.  

2. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, …,
2008. Íàä íèìè ïîñëåäîâàòåëüíî 
ïðîäåëûâàþò 2007 îïåðàöèé, ïðè÷¸ì 
n-ÿ ïî ñ÷¸òó îïåðàöèÿ ñîñòîèò â 
ñëåäóþùåì: ïðîèçâîëüíûå äâà ÷èñ-
ëà a è b (èç çàïèñàííûõ íà äîñêå) 
ñòèðàþòñÿ è äîïèñûâàåòñÿ îäíî 

÷èñëî, ðàâíîå .a b n+ −  ×òî îñòàíåò-

ñÿ íà äîñêå â êîíöå?  (À.Ñ. Çåëåí-
ñêèé, Îëèìïèàäà ìåõìàòà ÌÃÓ, 
2008, 8 êëàññ.) 

Ñóììà âñåõ ÷èñåë íà äîñêå, ïåð-

âîíà÷àëüíî ðàâíàÿ 1 2 3 ... 2008,+ + + +

ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàåòñÿ íà 1, 
2, 3, …, 2007. Ïîýòîìó, êîãäà íà äîñ-
êå îñòàíåòñÿ òîëüêî îäíî ÷èñëî, îíî 
áóäåò ðàâíî 2008. 

3. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, …,
2008. Íàä íèìè ïîñëåäîâàòåëüíî 
ïðîäåëûâàþò 2007 îïåðàöèé, ïðè÷¸ì 
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n-ÿ ïî ñ÷¸òó îïåðàöèÿ ñîñòîèò â 
ñëåäóþùåì: ïðîèçâîëüíûå äâà ÷èñ-
ëà a è b (èç çàïèñàííûõ íà äîñêå) 
ñòèðàþòñÿ è äîïèñûâàåòñÿ îäíî 

÷èñëî, ðàâíîå  ( )/ .a b n⋅  ×òî îñòàíåò-

ñÿ íà äîñêå â êîíöå? (À.Ñ. Çåëåí-
ñêèé, Îëèìïèàäà ìåõìàòà ÌÃÓ, 
2008, 9 êëàññ.) 

Ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë íà äîñ-
êå, ïåðâîíà÷àëüíî ðàâíîå 2008!, äå-
ëèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íà 1, 2, 3, …, 
2007. Ïîñëå 2007 îïåðàöèé íà äîñêå 
îñòàíåòñÿ îäíî ÷èñëî, è îíî áóäåò 
ðàâíî  (2008!) : (2007!) =  2008.  

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â îäíîì 
âàðèàíòå – ñëîæåíèå ÷èñåë, à â äðó-

ãîì – óìíîæåíèå è äåëåíèå. Òàêîå 

ðàçäåëåíèå ïî âàðèàíòàì ìû âñòðå-
òèì è â äâóõ ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ!   

4. Êàæäîå èç ÷èñåë 2, 3, …, 7 óì-
íîæàþò íà êàæäîå èç ÷èñåë 9, 10, …, 
17 è ïåðåä êàæäûì èç ïîëó÷åííûõ 
ïðîèçâåäåíèé ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì ñòàâÿò çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ, 
ïîñëå ÷åãî âñå 54 ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòà ñêëàäûâàþò. Êàêóþ íàè-
ìåíüøóþ ïî ìîäóëþ è êàêóþ íàè-
áîëüøóþ ñóììó ìîæíî ïîëó÷èòü â 
èòîãå? (ÅÃÝ-2010, Äàëüíèé Âîñòîê.) 

Òàê êàê ìîäóëü ñóììû íå ïðå-
âîñõîäèò ñóììû ìîäóëåé, ìàêñè-
ìàëüíóþ ñóììó ïîëó÷èì, ðàññòàâèâ 
ïëþñû ïåðåä âñåìè ïðîèçâåäåíèÿìè: 

max (2 3 .. . 7) (9 10 ... 17)S = + + + ⋅ + + + =

3159.=  Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî íå-

÷¸òíîå, ïîýòîìó, êàê áû ìû íè ðàñ-
ñòàâëÿëè çíàêè, ñóììà 54-õ ïðîèç-
âåäåíèé áóäåò íå÷¸òíîé. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîìåíÿâ çíàê ïåðåä ëþáûì 
ñëàãàåìûì, ðàâíûì k, ìû èçìåíèì 
ñóììó íà âåëè÷èíó 2k, ÷¸òíîñòü ðå-
çóëüòàòà ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. 
Ïîýòîìó 

min 1 (2 3 4 5 6 7)

(9 10 11 12 13 14 15 16 17).

S = = + + + − − ×

× + + − − + + − −

Íóæíóþ ðàññòàíîâêó çíàêîâ ïåðåä 
ïðîèçâåäåíèÿìè ìû ïîëó÷èì, ðàñ-
êðûâ ñêîáêè. 

5. Ïåðåä êàæäûì èç ÷èñåë 11, 12, …,
19  è  1, 2, …, 7  ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì ñòàâÿò çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ, 
ïîñëå ÷åãî îò êàæäîãî èç îáðàçî-
âàâøèõñÿ ÷èñåë ïåðâîãî íàáîðà îò-
íèìàþò êàæäîå èç îáðàçîâàâøèõñÿ 
÷èñåë âòîðîãî íàáîðà, à çàòåì âñå 63 
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòà ñêëàäûâàþò. 
Êàêóþ íàèìåíüøóþ ïî ìîäóëþ è 
êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó ìîæíî 
ïîëó÷èòü â èòîãå? (ÅÃÝ-2010, Ìîñ-
êîâñêèé ðåãèîí.) 

Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, 
ìàêñèìàëüíóþ ñóììó ïîëó÷èì, ðàñ-
ñòàâèâ ïëþñû ïåðåä âñåìè ÷èñëàìè 
ïåðâîãî íàáîðà è ìèíóñû ïåðåä âñå-
ìè ÷èñëàìè âòîðîãî íàáîðà. Íî ýòà 
çàäà÷à õèòðåå!  Âî-ïåðâûõ, ïðè ïîä-
ñ÷¸òå íàäî áûòü àêêóðàòíûìè: êàæ-
äîå ÷èñëî ïåðâîé ãðóïïû ó÷èòûâà-
åòñÿ 7 ðàç, à êàæäîå ÷èñëî âòîðîé 
ãðóïïû – 9 ðàç. 

max 7 (11 12 ... 19)

9 ( 1 2 ... 7) 7 135 9 28 1197.

S = ⋅ + + + −

− ⋅ − − − − = ⋅ + ⋅ =

Âî-âòîðûõ, óñòàíîâèâ, ÷òî ðå-
çóëüòàò íå ìîæåò áûòü íóë¸ì, òðóä-
íåå ïîëó÷èòü åäèíèöó: 

min 7 ( 11 12 13 14

15 16 17 18 19)

9 ( 1 2 3 4 5 6 7)

7 ( 5) 9 ( 4) 1.

S = ⋅ − − + − +

+ − − + + −

− ⋅ − + + − − − + =

= ⋅ − − ⋅ − =

6. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùåñò-
âóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x, óäîâëåò-

âîðÿþùåå ðàâåíñòâó  2 2 (2 1) ?xn n+ = −
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(Äèàãíîñòè÷åñêàÿ ðàáîòà ÌÈÎÎ îò 
2.12.2008 – ×åòâ¸ðòàÿ Ñîðîñîâñêàÿ 

îëèìïèàäà, 1998.)
Èäåÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè-

øëà â ãîëîâó äîâîëüíî áûñòðî: 

2( 2)n +  äîëæíî äåëèòüñÿ íà (2 1).n −

Ïîñëå ýòîãî ëåãêî óäàëîñü è çàâåð-
øèòü ðåøåíèå. 

1. Èç òîãî, ÷òî ïðè âñåõ n âû-

ïîëíÿåòñÿ 2( 2) (2 1),n n+ > −  ñëåäóåò, 

÷òî èñêîìîå ÷èñëî /x k m=  áîëüøå 

åäèíèöû: .k m>

2. Äëÿ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ çàäà÷è, ðàâåíñòâî 

2( 2) (2 1)m kn n+ = −  îïðåäåëÿåò íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ðàçëàãàåìîå íà ïðîñòûå ìíîæè-
òåëè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ðàçëîæåíèè 

íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà (2 1)n −  

ïðèñóòñòâóþò âñå ïðîñòûå ìíîæè-

òåëè ÷èñëà 2( 2),n +  íî â ìåíüøèõ 

ñòåïåíÿõ. Ïîýòîìó 2( 2)n +  äåëèòñÿ 

íà (2 1).n −

3. Ñëåäîâàòåëüíî, 2 2 (2 1),n d n+ = −

ãäå d – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîò-

ðèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî n: 

2 2 ( 2) 0.n dn d− + + =

Åãî äèñêðèìèíàíò, äåë¸ííûé íà 4, 
äîëæåí áûòü êâàäðàòîì íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà, êîòîðîå îáîçíà÷èì j  (óáå-
æäàåìñÿ, êîíå÷íî, ÷òî ïðè ðàâíîì íó-
ëþ äèñêðèìèíàíòå ÷èñåë, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ èñõîäíîìó ðàâåíñòâó, íåò): 

2 22 .d d j− − =  Òîãäà ( )( ) 2.d j d j d− + = +     

Íî 1j =  íå äà¸ò íàì íàòóðàëüíî-

ãî d, è ñëåäîâàòåëüíî, íàòóðàëüíîãî n. 

Ïðè 2j =  èìååì 3,d =  îòêóäà íàõî-

äèì, ÷òî 5,n =  1,5x =  (ïðè 1,n =  

âòîðîì êîðíå êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ, èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò 
ðåøåíèé). 

Åñëè 2,j >  òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåí-

ñòâà ( )( ) 2d j d j d− + = +  áîëüøå ïðà-

âîé, òàê êàê ñàìî 2,d j d+ > +  äà åù¸ 

óìíîæàåòñÿ íà ( ).d j−  Òî åñòü äëÿ 

2j >  ðàâåíñòâî ( )( ) 2d j d j d− + = +  íå-

âîçìîæíî. 

Èòàê, ëèøü ïðè 5n =  èñõîäíîå 

óðàâíåíèå èìååò ðàöèîíàëüíûé êî-
ðåíü.  

À âîò äðóãîé âàðèàíò çàâåðøå-
íèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, âîçìîæíî, 
áîëåå ïðîñòîé. 

Âåðí¸ìñÿ â íà÷àëî ïóíêòà 3. Íàé-
ä¸ì, ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíè-

ÿõ n âûðàæåíèå 2( 2)/(2 1)n n+ −  ÿâëÿ-

åòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, ìû åãî 
óæå îáîçíà÷èëè áóêâîé d. Çàäà÷è ñ 
ïîäîáíûìè ôîðìóëèðîâêàìè ìîæíî 
âñòðåòèòü, íàïðèìåð, â «Ñáîðíèêå 
çàäà÷ ïî àëãåáðå. 8–9» Ì.Ë. Ãàëèö-

êîãî è äð. òàì, ãäå îáúÿñíÿåòñÿ äå-
ëåíèå óãîëêîì. Óìíîæèì ÷èñëèòåëü 
íà 4. Åñëè d – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî 

4d – òàêæå íàòóðàëüíîå. Ìîãóò ïîÿ-

âèòüñÿ ëèøíèå ðåøåíèÿ, íî ìû ñäå-
ëàåì ïðîâåðêó! Çàòî òåïåðü óäîáíåå 
äåëèòü óãîëêîì, âûäåëÿÿ öåëóþ 
÷àñòü:  

2(4 8)/(2 1) (2 1) 9/(2 1).n n n n+ − = + + −

Ïîëó÷àåì îñòàòîê 9, êîòîðûé äîë-

æåí äåëèòüñÿ íà (2 1),n −  îòêóäà 

Математика34
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ñëåäóåò, ÷òî (2 1)n − – ýòî ëèáî 1,

ëèáî 3, ëèáî 9. Íàõîäèì òðè çíà÷å-
íèÿ  n  (ýòî 1, 2 è 5), íàì ïîäõîäèò 

òîëüêî 5.n =  

7. Ôóíêöèÿ f(x) – ìíîãî÷ëåí ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷¸ì 

( 4) 3,f − =  19 (3) 29.f≤ ≤  Âû÷èñëèòü 

(16),f  åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî çíà÷å-

íèå ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [600; 1100]. 
(Îëèìïèàäà ÌÈÐÝÀ, 2007.) 

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè 

ðàçíîñòü ( ) ( )f k f m−  ïðè öåëûõ k è 

m äåëèòñÿ íà ( ).k m−  Äåéñòâèòåëüíî, 

ïðè âû÷èòàíèè ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñî-
êðàùàþòñÿ, à äëÿ ëþáîé íàòóðàëüíîé 

ñòåïåíè n èìååì ( )n nk m k m− = − ×

1 2 1( ... ).n n nk k m m− − −

× + + +

Ïîýòîìó (3) ( 4) (3) 3f f f− − = −  äå-

ëèòñÿ íà 7. Â óêàçàííîì äëÿ f(3) 
ïðîìåæóòêå  íàõîäèì åäèíñòâåííîå 

ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå (3) 24.f =  Ðàñ-

ñóæäàÿ òàêèì æå îáðàçîì, ïîëó÷à-

åì, ÷òî (16) (3) (16) 24f f f− = −  äåëèòñÿ 

íà 13, à (16) ( 4) (16) 3f f f− − = −  äåëèò-

ñÿ íà 20. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê: 

(16) 20 3 13 24.f k m= + = +  Çàäà÷à ñâå-

ëàñü ê ðåøåíèþ ïðîñòåéøåãî íåîï-
ðåäåë¸ííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòå-
ïåíè, ê çàäà÷å âàæíîé è ïîëåçíîé, 

íî íåòðóäíîé. Èòàê, 13 20 21;m k= −  

(20 21)/13 (7 21)/13.m k k k= − = + −  Âû-

äåëåíèå öåëîé ÷àñòè! Îáùåå ðåøå-

íèå ýòîãî óðàâíåíèÿ: 3 13 ,k n= +  îò-

êóäà íàõîäèì 3 20 ,m n= +  (16)f =

20 3 260 63.k n= + = +  Èç ýòèõ ÷èñåë 

óñëîâèþ 600 (16) 1100f≤ ≤  óäîâëå-

òâîðÿåò òîëüêî çíà÷åíèå (16) 843.f =

8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêî-
òîðûõ íàòóðàëüíûõ n è m ÷èñëî 

2 2n m n+ −  äåëèòñÿ íàöåëî íà 2nm,

òî n ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà. (ÂÌÊ ÌÃÓ, óñòíûé ýê-
çàìåí, 2003.) 

Ïóñòü 2 2( )/(2 ) ,n m n mn k+ − =  ãäå

k – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà 

2 2 2 ,n m n nkm+ − =  ðàññìîòðèì ýòî

êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñè-

òåëüíî m: 2 22 ( ) 0.m nkm n n− + − =  Åãî

äèñêðèìèíàíò, äåë¸ííûé íà 4, äîë-
æåí áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà, 
òî åñòü: 

2 2 2 2 2( 1) .n k n n n nk n j− + = − + =

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëà n è 

2( 1)nk n− + – ïîëîæèòåëüíûå è âçà-

èìíî ïðîñòûå, à èõ ïðîèçâåäåíèå 
äîëæíî áûòü êâàäðàòîì, ñëåäîâà-
òåëüíî, êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ 
êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, â 
òîì ÷èñëå è n. ×òî è òðåáîâàëîñü 
äîêàçàòü. 

À òåïåðü ñðàâíèòå ýòî ñ ðåøåíè-
åì ñëåäóþùåé çàäà÷è, èäåéíîå 
ñõîäñòâî íåñîìíåííî! 

9. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà x è
y, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ 

4 22 1.x y− =  (Â. Ñåíäåðîâ, Ìîñêîâñêàÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà, 9 êëàññ, 
2002.) 

Áðîñàåòñÿ â ãëàçà ôîðìóëà ñî-
êðàù¸ííîãî óìíîæåíèÿ. Ìîæíî òàê-
æå çàìåòèòü, ÷òî x – íå÷¸òíîå ÷èñëî 

è ÷òî çíàêè x è y ìîæíî âûáèðàòü 
ïðîèçâîëüíî. Äîãîâîðèìñÿ èñêàòü 
íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ.  

Ïóñòü 2 1,x t= +  òîãäà: 

4 2

2 2

( 1) ( 1)( 1)( 1)

2 (2 2)(4 4 2) 2 .

x x x x

t t t t y

− = − + + =

= + + + =

Îòñþäà 
2 24 ( 1)(2 2 1)t t t t y+ + + =  è y –

÷¸òíîå ÷èñëî. Ïóñòü 2 ,y z=  òîãäà 

2 2( 1)(2 2 1) .t t t t z+ + + =  ×èñëà t, ( 1)t +

è 2(2 2 1) (2 ( 1) 1)t t t t+ + = + +  ïîïàðíî 

âçàèìíî ïðîñòû, à èõ ïðîèçâåäåíèå – 

ïîëíûé êâàäðàò. Îòñþäà ñëåäóåò, 
÷òî êàæäîå èç íèõ òàêæå ÿâëÿåòñÿ 
ïîëíûì êâàäðàòîì. Ýòî âîçìîæíî 

òîëüêî ïðè 0,t =  èíà÷å ( 1)t +  íå áó-
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äåò êâàäðàòîì! Òîãäà è 0,z =  à 

äàëüøå ïîëó÷àåì, ÷òî 1,x = ±  0.y =

10. Ïóñòü a è b – ðàçëè÷íûå íà-

òóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1000000, 

è òàêèå, ÷òî 3( )a b+  äåëèòñÿ íà ab.

Äîêàæèòå, ÷òî 10000.a b− >  (Ìîñêîâ-

ñêàÿ îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà, 10 êëàññ, 
2006.) 

Äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî .a b>  Ïóñòü НОД( )k a, b=  –

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b. 

Òîãäà ,a km=  ,b kn=  ãäå m è n –

âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, ïðè÷¸ì 

,m n>  ïîýòîìó ( ) .a b k m n k− = − ≥  

Äîêàæåì, ÷òî 10000.k >  Ïîêà çàìåòèì, 

÷òî åñëè 10000,k ≤  òî 100.m n> >   

Åñëè 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b+ = + + +

äåëèòñÿ íà ab, òî 3 3( )a b+  òàêæå

äåëèòñÿ íà ab. Â äðóãèõ îáîçíà÷åíè-

ÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî 3 3 3( )k m n+  äåëèò-

ñÿ íà 2 ,k mn  èëè 3 3( )km kn+  äåëèò-

ñÿ íà mn. Íî òîãäà 3 3( )km kn+

äîëæíî  äåëèòüñÿ è íà m, è íà n. À 
òàê êàê m è n – âçàèìíî ïðîñòûå 

÷èñëà, òî k äîëæíî äåëèòüñÿ è íà m, 
è íà n, è ïîýòîìó îíî äîëæíî äå-
ëèòüñÿ íà mn. Íî ìû óæå çíàåì, ÷òî 

åñëè 10000,k ≤  òî 100.m n> >  Â 

ýòîì ñëó÷àå 10000 ,mn k> >  à ìåíü-

øåå ÷èñëî íà áîëüøåå íàöåëî íå 
äåëèòñÿ. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, 

÷òî ( ) 10000.a b k m n k− = − ≥ >   

11. Ó òð¸õ÷ëåíà 2x ax b− +   êî-

ýôôèöèåíòû a è b – íàòóðàëüíûå 

÷èñëà, à äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü îäíîãî 
èç êîðíåé íà÷èíàåòñÿ ñ 2,008… . 
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå 
çíà÷åíèå a. (Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòíàÿ 
îëèìïèàäà, 10 êëàññ, 2008.) 

Ñíà÷àëà íåñëîæíûì ïåðåáîðîì 
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè íàòóðàëüíûõ 

4a ≤  ñðåäè êîðíåé äàííîãî êâàäðàò-

íîãî òð¸õ÷ëåíà íåò òàêîãî, ÷üÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ çàïèñü íà÷èíàåòñÿ ñ 2,008… . 

Åñëè æå 4,a >  òî êîðåíü, î êîòîðîì 

èä¸ò ðå÷ü, ýòî ìåíüøèé êîðåíü. 

Ïóñòü îí ðàâåí 2 ,h+  ãäå 

0,008 0,009.h≤ <  Òîãäà âòîðîé (áîëü-

øèé) êîðåíü ðàâåí 2 ,a h− −  èëè 

,n h−  ãäå 2.n a= −  Ïî òåîðåìå Âèå-

òà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé äàííîãî íàì 
êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà ðàâíî íàòó-
ðàëüíîìó ÷èñëó b, òî åñòü 

(2 )( ).b h n h= + −  Àáñöèññà âåðøèíû 

ïàðàáîëû 
2y x ax b= − +  ðàâíà 

2
.

2

n+

Âñå òàêèå ïàðàáîëû ïîëó÷àþòñÿ èç 
íåêîòîðûõ ãðàôèêîâ ñåìåéñòâà 

2 (2 ) 2y x n x n= − + +  (n – íàòóðàëü-

íîå) ïðèáàâëåíèåì íàòóðàëüíîãî 
÷èñëà k, ýòî ÷óòü «ïðèïîäíèìà-
åò» èõ, è ïîëó÷àåòñÿ â èòîãå 

2 (2 ) (2 ).y x n x n k= − + + +  Òî åñòü a =

2 n= +  è 2 .b n k= +   

Íàñ èíòåðåñóþò òàêèå çíà÷åíèÿ k 
è n, ÷òîáû ìåíüøèé êîðåíü x1 êâàäðàò-

íîãî óðàâíåíèÿ 2 (2 ) 2 0x n x n k− + + + =

óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ 12,008 x≤ <

2,009.<  Ïðè÷¸ì k è n äîëæíû áûòü 

òàêèìè, ÷òîáû çíà÷åíèå n áûëî ìè-

íèìàëüíûì, âåäü 2.a n= +  Äîñòàòî÷-

íî íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå n, 

ïðè êîòîðîì 1 2,009x <  è ñäåëàòü

ïðîâåðêó, ðåøèâ ïðè íàéäåííûõ 

Математика36



37

çíà÷åíèÿõ n è k óðàâíåíèå 2x −

(2 ) 2 0,n x n k− + + + =  ÷òîáû ïîñìîò-

ðåòü íà äåñÿòè÷íóþ çàïèñü êîðíÿ 1.x

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî 12 4,018,x <  èëè 

22 4 4 4 4,018,n n n k+ − − + − <

ïîëó÷èì îöåíêó: 
20,036 4 4 (2,018) .n k> − +

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå 

çíà÷åíèå n ìû íàéä¸ì ïðè 1.k =  Ïî-

ëó÷àåì: 113,12...,n >  ìèíèìàëüíîå öå-

ëîå çíà÷åíèå 114,n =  116,a =  229.b =

Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ 1 2,0089... .x =

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèþ ýòîé çà-
äà÷è ïîìîãëî ðàññìîòðåíèå êâàäðàòíîãî 

òð¸õ÷ëåíà 2 (2 ) 2y x n x n= − + +  âìåñòî 

2 .y x ax b= − +

12. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
2 0x px q+ + =  êîýôôèöèåíòû p è q 

óâåëè÷èëè íà åäèíèöó. Ýòó îïåðà-
öèþ ïîâòîðèëè ÷åòûðå ðàçà. Ïðèâå-
äèòå ïðèìåð òàêîãî èñõîäíîãî óðàâ- 

íåíèÿ, ÷òî ó êàæäîãî èç ïÿòè ïîëó-
÷åííûõ óðàâíåíèé êîðíè áûëè áû 
öåëûìè ÷èñëàìè. (È.Â. ßùåíêî, Ìî-
ñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèà-
äà, 8 êëàññ, 2004.) 

Àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ïðåäëîæèëè 
è äåâÿòèêëàññíèêàì, òîëüêî â èõ çàäà-
÷å «îïåðàöèþ ïîâòîðèëè äåâÿòü ðàç». 
Ìíîãèå ó÷àñòíèêè äîãàäàëèñü ïðèâåñ-
òè ïðèìåð òàêîãî êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ íàòóðàëüíûìè p è q, âçÿâ êîýô-

ôèöèåíò p â âèäå 1,p q= +  òîãäà ïî-

ëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå 
2 ( 1)x q x q+ + + =

0,=  êîðíè êîòîðîãî 1 1,x = − 2 .x q= −

Ïðèâåä¸ì çäåñü òàêæå àâòîðñêèé 
êîììåíòàðèé ê ðåøåíèþ: «Óâåëè÷å-
íèå êîýôôèöèåíòîâ p è q íà åäèíè-

öó îçíà÷àåò ïðèáàâëåíèå 1x +  ê èñ-

õîäíîìó òð¸õ÷ëåíó. Ïóñòü îäèí èç 

êîðíåé äàííîãî óðàâíåíèÿ 1,−  à 

âòîðîé – öåëûé. Òîãäà ïðè ïðèáàâ-

ëåíèè 1x +  êîðåíü 1−  áóäåò ñîõðà-

íÿòüñÿ, à âòîðîé êîðåíü áóäåò 
óìåíüøàòüñÿ íà 1». 
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Новости      Новости      Новости      Новости      Новости
Рекорд пористости вещества

Он достигнут на образцах металлоорганических структур (МОС),
образующих класс твёрдых пористых веществ, называемых иногда
кристаллическими губками. Благодаря большой пористости они
обладают способностью собирать внутри себя значительные количе-
ства газа. Это их свойство учёные пытаются использовать для созда-
ния устройств, захватывающих двуоксид углерода (углекислый газ)
ещё до его поступления из источника в атмосферу, т. е. защищаю-
щих её от техногенного загрязнения. Для этого нужно получить
вещества с максимально возможной пористостью. В последние годы
развернулись интенсивные их поиски.

Калифорнийцу Омару Янги и его южнокорейскому коллеге Хиро
Фурукаве удалось получить две структуры (МОС-200 и МОС-210) с
рекордной пористостью − превышающей до 10 раз пористость всех
других МОС. Их лёгкие материалы могут образовывать тончайшие
плёнки. Так, если 1 г МОС-200 «развернуть», то им, по словам Омара
Янги, можно покрыть несколько футбольных полей. Неудивительно,
что поры этого вещества собирают и хранят большое количество газа
(водорода, метана, углекислого газа). Но для улавливания именно дву-
оксида углерода необходима ещё и высокая избирательность МОС.
Сейчас идёт работа над тем, чтобы они обладали и этим свойством.


